
1. Факты из симплектической геометрии

1.1. Пусть A = (aij) – кососимметрическая матрица. Докажите, что её собственные значения мни-
мые, а детерминант неотрицателен.

Далее в R2n координаты обозначаем буквами q1, . . . , qn, p1, . . . pn и фиксируем симплектическую
форму

ω =

n∑
i=1

dpi ∧ dqi.

Наборы (q1, . . . , qn) и (p1, . . . , pn) по отдельности обозначаем как q̄ и p̄.

1.2. Докажите, что все кососимметричные невырожденные билинейные формы в некотором базисе
выглядят как ω.

Линейное преобразование S : R2n → R2n назовём симплектическим, если оно сохраняет форму
ω.

1.3. Докажите, что всякое симплектическое линейное преобразование S : R2n → R2n можно пред-
ставить в виде композиции S = UP , где U унитарное (в смысле отождествления R2n = Cn), а P —
симплектическое, симметричное и положительно определённое (в смысле стандартного скалярного
произведения на R2n).

1.4. Докажите, что всякое линейное симплектическое преобразование S : R2n → R2n представляет-
ся в виде композиции двух, имеющих квадратичную производящую функцию. Последнее означает,
что для некоторой квадратичной функции S(q̄′, q̄′′) преобразование выводится из соотношений

p̄′′ = −∂S(q̄′, q̄′′)

∂q̄′′
, p̄′ =

∂S(q̄′, q̄′′)

∂q̄′

между (q̄′, p̄′), (q̄′′, p̄′′).

1.5. * Что можно сказать в предыдущей задаче про не обязательно линейные симплектоморфизмы?

1.6. Докажите, что всякую квадратичную форму f(q̄, p̄) можно привести линейным симплектиче-
ским преобразованием к виду

f(q̄, p̄) =

n∑
i=1

ai(p
2
i + q2i ).

1.7. Докажите, что набор чисел {ai} (с кратностями) является инвариантом квадратичной формы
относительно симплектических преобразований.

Для эллипсоида E ⊂ R2n с центром в начале координат можно рассмотреть его квадратичное
уравнение f(q̄, p̄) ≤ 1 и среди инвариантов {ai} формы f можно выбрать максимальный amax. Тогда
обозначим c(E) = π

amax
.

1.8. Докажите, что если линейное симплектическое отображение S обладает свойством S(E′) ⊆ E′′
для некоторой пары эллипсоидов в R2n, то c(E′) ≤ c(E′′).

Предыдущее упражнение можно решить элементарно, а следующее можно вывести из теоремы
Громова о несжимаемости (будет рассказана у доски):

1.9. Докажите, что если симплектоморфизм S обладает свойством S(E′) ⊆ E′′ для некоторой пары
эллипсоидов в R2n, то c(E′) ≤ c(E′′).

И ещё аналогичные упражнения:

1.10. Упорядочив числа {ai} по убыванию, можно ввести семейство инвариантов эллипсоида по
формуле

ck(E) =
π

ak
для k = 1, . . . , n. Докажите, что если линейное симплектическое отображение S обладает свойством
S(E′) ⊆ E′′ для некоторой пары эллипсоидов в R2n, то ck(E′) ≤ ck(E′′).

1.11. * Докажите, что если разрешить нелинейные симплектоморфизмы, то предыдущее утвер-
ждение перестанет быть верным.
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2. Выпуклая геометрия и бильярды

Для выпуклого тела K ⊂ Rn, содержащего начало координат внутри себя, полярное тело зада-
ётся неравенствами:

K◦ =
⋂
q∈K
{p ∈ Rn : 〈p, q〉 ≤ 1}.

Если мы хотим различать пространство Rn и его двойственное, то мы будем обозначать их V и V ∗.
Для нормы ‖ · ‖ на V двойственная норма ‖ · ‖∗ на V ∗ определяется как

‖p‖∗ = sup
q:‖q‖≤1

〈p, q〉.

Их единичные шары {‖q‖ ≤ 1} и {‖p‖∗ ≤ 1} полярны друг к другу.

2.1. Докажите последнее утверждение.

2.2. Докажите формулу для объёма единичного шара евклидовой нормы в Rn

vn = volBn =
πn/2

(n/2)!
.

Что такое факториал полуцелого числа?

2.3. Докажите неравенство Бляшке–Сантало для центрально-симметричных выпуклых тел:

volK · volK◦ ≤ v2n.
Начните с плоского случая n = 2.

2.4. Как правильно сформулировать неравенство Бляшке–Сантало для тел, не являющихся цен-
трально симметричными?

2.5. Проверьте формулу

volK · volK◦ =
4n

n!
для случая, когда K = [−1, 1]n – стандартный куб в Rn.

2.6. Придумайте центрально симметричные выпуклые многогранники, отличные от куба и его
полярного тела (кроссполитопа), и отличные от их аффинных образов, для которых выполняется
равенство из предыдущего упражнения.

2.7. ** Докажите для какой-нибудь положительной константы γ и всякого n-мерного центрально-
симметричного выпуклого тела K неравенство

volK · volK◦ ≥ γn

n!
.

В следующих упражнениях рассматриваются бильярды в выпуклом теле, заданные с помощью
евклидовой нормы. Правило отражения в этом случае говорит, что единичный вектор скорости
меняется при ударе на вектор, кратный нормали в точке удара.

2.8. Докажите правило отражения с помощью метода множителей Лагранжа. Если это надо дока-
зать, то что надо считать определением бильярдной траектории?

2.9. Докажите, что в гладком выпуклом теле K ⊂ R2 найдётся не менее ϕ(n) разных замкнутых
бильярдных траекторий с n ударениями на период. Здесь ϕ(n) – функция Эйлера.

2.10. * Докажите, что в гладком выпуклом теле K ⊂ Rn найдётся не менее n разных замкнутых
бильярдных траекторий с двумя ударениями на период. Такие траектории называются двойными
нормалями тела K.

Шириной тела K называется минимум выражения

max
q∈K
〈p, q〉 −min

q∈K
〈p, q〉

по всем линейным формам p с ‖p‖∗ = 1. Мы пока продолжаем работать с евклидовой нормой (тогда
обозначаем ширину wB(K)), но определение приведено для произвольного случая.

Пусть ξB(K) (для гладкого тела K с евклидовой нормой) – минимальная длина замкнутой би-
льярдной траектории в теле K.

2.11. Докажите, что ширина разностного тела K − K = {q′ − q′′ : q′, q′′ ∈ K} равна удвоенной
ширине тела K (в произвольной норме).
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2.12. Докажите, что для гладкого тела K на плоскости

ξB(K) ≥
√

3wB(K).

Далее мы рассматриваем пару выпуклых тел K ⊂ V и T ⊂ V ∗, содержащих начало координат,
обозначаем при этом n = dimV = dimV ∗. На пространстве V мы будем пользоваться нормой с
двойственным единичным шаром T и обозначать её ‖·‖T 1, а на пространстве V ∗ будем пользоваться
нормой с двойственным единичным шаром K.

Если оба тела K и T – гладкие, то минимальную длину замкнутой бильярдной траектории в K
(при измерении длин нормой ‖ · ‖T ) мы обозначим ξT (K).

2.13. В данном случае бильярдную траекторию можно определить как критическую точку функ-
ционала ‖ · ‖T -длины ломаной с концами на границе K. Получите правило отражения для таких
бильярдных траекторий в помощью метода множителей Лагранжа.

Известно (будет прокомментировано у доски), что число ξT (K) равно симплектической ёмкости
Хофера–Цендера (или первой ёмкости Экеланда–Хофера) произведения K × T .

2.14. Как инвариантно определена симплектическая структура на V × V ∗? Напишите формулу.

Доказательства следующих фактов данного раздела будут рассказаны у доски, но желающие
могут порешать их самостоятельно:

2.15. Докажите характеризацию величины ξT (K) по Бездеку–Бездеку:

ξT (K) = min
2≤m≤n+1

min
P∈Pm(K)

`T (P ),

где
Pm(K) = {(q1, . . . , qm) : {q1, . . . , qm} не помещается в αK + t при α ∈ (0, 1), t ∈ V }.

2.16. * Докажите свойства величины ξT (K):
(монотонность) если K ′ ⊆ K ′′, то ξT (K ′) ≤ ξT (K ′′);
(симметричность) ξT (K) = ξK(T );
(неравенство типа Брунна–Минковского) ξT (K ′ +K ′′) ≥ ξT (K ′) + ξT (K ′′).

2.17. Докажите для центрально симметричного выпуклого тела K ⊂ Rn

ξK◦(K) ≥ 4.

2.18. Докажите для не обязательно центрально симметричного выпуклого тела K ⊂ Rn

ξK◦(K) ≥ 2 + 2/n.

2.19. Докажите для не обязательно центрально симметричного выпуклого тела K ⊂ Rn

ξ(K−K)◦(K) ≥ 1 + 1/n,

здесь K −K = {q′ − q′′ : q′, q′′ ∈ K} – разностное тело тела K.

2.20. (Открытая задача) Какое неулучшаемое неравенство в зависимости от n можно написать для
ξK◦−K◦(K)?

1Внимание, это не вполне стандартное обозначение!
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3. Задача Тарского–Банга о покрытии полосками и прочее

Полоской в V = Rn назовём множество, задаваемое неравенствами (относительно q при фикси-
рованном p) a ≤ 〈p, q〉 ≤ b. Как нетрудно убедиться, ширина полоски в некоторой норме ‖ · ‖ равна
b−a
‖p‖∗ (здесь двойственная норма).

Начнём со случая евклидовой нормы:

3.1. Докажите, в размерности 2 и 3, что евклидов единичный шар нельзя покрыть конечным набо-
ром полосок с суммой ширин меньше 2. Подсказка: воспользуйтесь формулой площади поверхности
шарового слоя.

3.2. * Докажите то же самое в произвольной размерности.

3.3. Пусть в Rn дан единичный шар и ещё дана m− 1 гиперплоскость. Докажите, что в исходный
шар можно поместить шар радиуса 1/m, который не будет пересекать данные гиперплоскости своей
внутренностью.

3.4. Пусть единичный квадрат на плоскости разбит на части, которые после движений также дают
разбиение тонкого прямоугольника m× 1/m (это называется равносоставленность). Части не пред-
полагаются выпуклыми, или даже измеримыми. Докажите, что количество частей должно быть не
менее m.

3.5. * (Теорема Банга) Докажите, что если телоK ⊂ Rn имеет ширину 1, то сумма ширин конечного
набора покрывающих его полосок не менее 1.

Определим обобщённый радиус вписанного шара для выпуклых тел K,L ⊂ Rn как

rL(K) = sup{s ≥ 0 : ∃t ∈ Rn : sL+ t ⊆ K}.
Если L = B (евклидов шар), то это просто радиус максимального вписанного шара.

3.6. * (Теорема Владимира Кадеца) Докажите, что если евклидов шар B ⊂ Rn покрыт набором
выпуклых тел Ci, то для суммы радиусов их вписанных шаров выполняется∑

i

rB(Ci) ≥ 1.

3.7. * Докажите, что если плоское выпуклое тело K ⊂ R2 разрезано на выпуклые части {Ci}, то∑
i

rK(Ci) ≥ 1.

Если в предыдущем упражнении заменить «разрезано на выпуклые части» на «покрыто выпук-
лыми множествами», то получается открытая задача. Далее рассматриваем произвольную норму.

3.8. ** (Теорема Болла) Докажите, что если K – единичный шар нормы ‖ · ‖ на плоскости R2, то
для всякого конечного набора полосок {Pi}, покрывающего K, получается∑

i

w‖·‖(Pi) ≥ 2.

3.9. Докажите предыдущее утверждение для случая, когда K = [−1, 1]2.

3.10. (Открытая задача – двумерная гипотеза Банга) Докажите, что если K – выпуклое тело на
плоскости R2, а норма ‖ · ‖ имеет единичный шар K −K, то для всякого конечного набора полосок
{Pi}, покрывающего K, получается ∑

i

w‖·‖(Pi) ≥ 1.

3.11. * Докажите гипотезу Банга для случая, когда полоски идут только в двух направлениях.

Ну и разные задачи по близким темам:

3.12. (Теорема Минковского) Пусть K – центрально симметричное выпуклое тело в Rn объёма не
менее 2n. Докажите, чтоK содержит точку с целыми координатами, отличную от начала координат.

3.13. * Пусть K – выпуклое тело на плоскости, содержащее начало координат и для полярного
тела пусть volK◦ ≤ 3/2. Докажите, что K содержит точку с целыми координатами, отличную от
начала координат.

3.14. (Открытая задача) Пусть K – выпуклое тело в Rn, содержащее начало координат и для
полярного тела пусть volK◦ ≤ n+1

n! . Докажите, что K содержит точку с целыми координатами,
отличную от начала координат.
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