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�èñ. 1. Ñ�åðà ñ ïëîñêîé ìåòðèêîé1.1. Ïëîñêèå ïîâåðõíîñòè, áèëëèàðäû. Íà÷àòü ÿ õî÷ó ñ òîãî, ÷òî, ñîãëàñ-íî ðàñïðîñòðàíåííîìó ïðåäóáåæäåíèþ, ïëîñêèì áûâàåò òîëüêî òîð. ×òî ïî-âåðõíîñòè ðîäà âûøå 1 (ò.å. 2, 3 è ò.ä.) � ýòî ïîâåðõíîñòè, íà êîòîðûõ ìîæíîâûáðàòü ìåòðèêó ïîñòîÿííîé îòðèöàòåëüíîé êðèâèçíû; ñ�åðà � ýòî ïîâåðõ-íîñòü ïîñòîÿííîé ïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû; à ïîâåðõíîñòè ïîñòîÿííîé íóëå-âîé êðèâèçíû � ýòî òîëüêî òîðû. Êîíå÷íî, ýòî íå òàê. Âîò ïðèìåð ñîâåðøåííîïëîñêîé ñ�åðû ñ ÷óäåñíîé ïëîñêîé ìåòðèêîé (ðèñ. 1). Òî÷íî òàê æå ïëîñêîéìîæíî ñäåëàòü ëþáóþ ïîâåðõíîñòü. Ïðåäñòàâüòå ñåáå, ÷òî íàøà ïîâåðõíîñòüñäåëàíà èç ïëàñòèëèíà. Åå ìîæíî ñî âñåõ ñòîðîí ïðèæàòü, è îíà ñòàíåò ñíà÷à-ëà ïëîñêîé íà êàêèõ-òî êóñêàõ, à êðèâèçíà îñòàíåòñÿ íà êàêèõ-òî îñòðîâêàõ.Ìåòðèêà ñòàíåò ïëîñêîé, à êðèâèçíà âûæèâåò òîëüêî íà îñòðîâêàõ. À ïîòîìýòè îñòðîâêè ìîæíî ñæàòü ñîâñåì, è ìåòðèêà ñòàíåò ïëîñêîé âñþäó, êðîìåíåñêîëüêèõ òî÷åê.Êîíå÷íî, ó ìåòðèêè íà êóáå åñòü îñîáåííîñòè. È, êîíå÷íî, â ýòîì âñ¼ è äåëî.ß ñïðÿòàë êðèâèçíó ìåòðèêè, ñ êîòîðîé ÿ íè÷åãî íå ìîãó ñäåëàòü (â äàííîìñëó÷àå èçáûòîê êðèâèçíû), â íåñêîëüêèõ îñîáûõ òî÷êàõ � âåðøèíàõ êóáà. ßõî÷ó âàñ óáåäèòü â òîì, ÷òî íà ðåáðàõ êóáà ó ìåòðèêè îñîáåííîñòåé íåò. Óáå-äèòü, ñîáñòâåííî, î÷åíü ïðîñòî: äîñòàòî÷íî ðàçîãíóòü ëèñò áóìàãè, è ñðàçóâèäíî, ÷òî íèêàêèõ îñîáåííîñòåé, íà ñàìîì äåëå, ó ìåòðèêè íà ðåáðå íåò! Ýòîîñîáåííîñòè âëîæåíèÿ â R3, êîòîðîå ìíå íå èíòåðåñíî; ìíå èíòåðåñíà âíóòðåí-íÿÿ ìåòðèêà íà ñàìîé ïîâåðõíîñòè. Òàê ÷òî âîò ðåáðî êóáà, ÿ íè÷åãî íå äåëàþñ áóìàãîé, ÿ åå íå ðàçðûâàþ, íå ðàñòÿãèâàþ, ïðîñòî ðàçãèáàþ, è îáúÿâëÿþ,÷òî êàðòà â îêðåñòíîñòè ðåáðà êóáà � ýòî è åñòü ïëîñêàÿ êàðòà. Òàê ÷òî âñåîñîáåííîñòè ìåòðèêè ñïðÿòàíû òîëüêî â âåðøèíàõ êóáà. È, ñîáñòâåííî, ýòî ÿè õîòåë ñêàçàòü: äëÿ ïîâåðõíîñòè ëþáîãî ðîäà ìîæíî ñïðÿòàòü âñþ êðèâèçíó(òî÷íåå, èçáûòîê èëè íåäîñòàòîê êðèâèçíû) â íåñêîëüêî îñîáûõ òî÷åê. Òàêèå1



2ïîâåðõíîñòè � ïîâåðõíîñòè ñ ïëîñêîé ìåòðèêîé è ñ íåñêîëüêèìè îñîáåííîñòÿ-ìè, ÿ è áóäó íàçûâàòü ïëîñêèìè ïîâåðõíîñòÿìè. Â íàøåì ïðèìåðå êîíè÷åñêèåîñîáåííîñòè ðàñïîëîæåíû â âåðøèíàõ êóáà. Åñëè âûðåçàòü îêðåñòíîñòü âåð-øèíû êóáà, îíà áóäåò äåéñòâèòåëüíî òàê óñòðîåíà, êàê îêðåñòíîñòü êîíóñà. Èåñëè ðàçðåçàòü êîíóñ ïî îáðàçóþùåé, ðàçâåðíóòü è ïîëîæèòü íà ñòîë, òî òàêìîæíî ïîìåðèòü, êàêîé óãîë ó íàøåé êîíè÷åñêîé îñîáåííîñòè. Â äàííîì ñëó-÷àå âèäíî, ÷òî óãîë ó êîíè÷åñêîé îñîáåííîñòè � ýòî 3π/2. Òàê ÷òî ïîëó÷èëàñüñîâåðøåííî ïëîñêàÿ ñ�åðà ñ âîñåìüþ êîíè÷åñêèìè òî÷êàìè ñ óãëàìè 3π/2.Êàê âñåãäà, êîãäà åñòü êàêîå-òî ìíîãîîáðàçèå è ìåòðèêà íà íåì, ìîæíî ðàñ-ñìàòðèâàòü ãåîäåçè÷åñêèå. Ïðåäëàãàåòñÿ èññëåäîâàòü ãåîäåçè÷åñêèé ïîòîê äëÿòàêèõ ïëîñêèõ ìåòðèê. È äëÿ íà÷àëà ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ìû áóäåì ðàññìàò-ðèâàòü òîëüêî òå ãåîäåçè÷åñêèå, êîòîðûå íå ïîïàäàþò â êîíè÷åñêèå òî÷êè. Àïîòîì ìû îáñóäèì, ÷òî äåëàòü ñ ãåîäåçè÷åñêèìè, êîòîðûå òóäà ïîïàäàþò. Âîòäâà âîïðîñà: êàê âåäóò ñåáÿ òèïè÷íûå ãåîäåçè÷åñêèå, è êàê âåäóò ñåáÿ çàìêíó-òûå ãåîäåçè÷åñêèå? Â ÷àñòíîñòè, ñêîëüêî èõ, êîãäà îíè åñòü, ñ êàêîé ñêîðîñòüþðàñòåò ÷èñëî çàìêíóòûõ ãåîäåçè÷åñêèõ, åñëè ñ÷èòàòü ÷èñëî çàìêíóòûõ ãåîäå-çè÷åñêèõ îãðàíè÷åííîé äëèíû, è ò.ä. Åñòü òàêèå âîïðîñû; áåäà â òîì, ÷òî íàýòè âîïðîñû íåò îòâåòîâ. À èìåííî, ïðî îáùèå ïëîñêèå ïîâåðõíîñòè ðîâíûìñ÷åòîì íè÷åãî íå èçâåñòíî.Çàáóäåì ïðî ïîâåðõíîñòè âûñîêîãî ðîäà, ðàññìîòðèì ñ�åðó; è çàáóäåì ïðîáîëüøîå êîëè÷åñòâî êîíè÷åñêèõ òî÷åê, âîçüìåì âñåãî òðè êîíè÷åñêèõ òî÷êè.Ïðîñòðàíñòâî ñ�åð ñ òðåìÿ êîíè÷åñêèìè òî÷êàìè íå òàêîå áîëüøîå; âñå òà-êèå ìåòðèêè ëåãêî ïàðàìåòðèçîâàòü. Íî äàæå äëÿ ñ�åð ñ òðåìÿ êîíè÷åñêèìèòî÷êàìè ïî÷òè íè÷åãî íå èçâåñòíî.Îáñóäèì, ÷òî òàêîå ãîëîíîìèÿ. Êîãäà ó íàñ åñòü ìåòðèêà, ìû ìîæåì âçÿòüêàñàòåëüíûé âåêòîð, ïåðåíåñòè åãî ïàðàëëåëüíî ïî çàìêíóòîìó êîíòóðó è ïî-ñìîòðåòü, êàê îí ïîâåðíóëñÿ. Íà ïîâåðõíîñòÿõ, ñêàæåì, íà êóáå (íà íàøåéïëîñêîé ñ�åðå), ãîëîíîìèÿ ìåòðèêè íåòðèâèàëüíà: ÷òîáû â ýòîì óáåäèòüñÿ,äîñòàòî÷íî îáîéòè âîêðóã êîíè÷åñêîé òî÷êè. Ïðîùå âñåãî ïåðåíîñèòü ïàðàë-ëåëüíî âåêòîð, ðàçðåçàâ è ðàçâåðíóâ îêðåñòíîñòü êîíè÷åñêîé òî÷êè è ïîëîæèâåå íà ñòîë; ïîòîìó ÷òî òàì ïëîñêàÿ ìåòðèêà ñòàíîâèòñÿ ïðîñòî ïëîñêîé ìåòðè-êîé íà ñòîëå, è ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ � ýòî îáû÷íûé ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ.È åñëè âçÿòü âåêòîð è íà÷àòü åãî ïàðàëëåëüíî ïåðåíîñèòü ïî çàìêíóòîìó êîí-òóðó, îõâàòûâàþùåìó êîíè÷åñêóþ òî÷êó, òî âèäíî, ÷òî îí ïîâåðíåòñÿ êàê ðàçíà óãîë êîíè÷åñêîé òî÷êè.�åîäåçè÷åñêèå, êîòîðûå áåãàþò ïî íàøåé ñ�åðå, áóäóò ñàìè ñåáÿ ïåðåñåêàòü èò.ä. È â îáùåèé ñèòóàöèè ïðî ¾ïðÿìûå ëèíèè¿ íà ïëîñêîé ïîâåðõíîñòè ðîâíûìñ÷åòîì íè÷åãî íå èçâåñòíî. Â ÷àñòíîñòè, äàæå äëÿ ñ�åðû íåèçâåñòíî, åñòü ëèäëÿ ïî÷òè ëþáîé ïëîñêîé ìåòðèêè ñ òðåìÿ êîíè÷åñêèìè îñîáåííîñòÿìè õîòüîäíà çàìêíóòàÿ ãåîäåçè÷åñêàÿ.Âòîðîé âîïðîñ: ïðî ýðãîäè÷íîñòü ãåîäåçè÷åñêîãî ïîòîêà. ß íàïîìíþ, ÷òîòàêîå ýðãîäè÷íîñòü. Êîãäà ó âàñ åñòü îòîáðàæåíèå, êîòîðîå ñîõðàíÿåò ìåðó, òîîíî íàçûâàåòñÿ ýðãîäè÷íûì, åñëè ëþáîå èíâàðèàíòíîå ìíîæåñòâî ëèáî èìååòìåðó íóëü, ëèáî äîïîëíåíèå ê íåìó èìååò ìåðó íóëü. Ýðãîäè÷åñêèå îòîáðàæå-íèÿ èìåþò ìàññó çàìå÷àòåëüíûõ ñâîéñòâ; â ÷àñòíîñòè, åñëè âçÿòü êàêîå-íèáóäüïîäìíîæåñòâî ïðîìåæóòî÷íîé ìåðû, òî òðàåêòîðèÿ îòîáðàæåíèÿ ïðîâîäèò âýòîì ïîäìíîæåñòâå âðåìÿ, ïðîïîðöèîíàëüíîå ìåðå ýòîãî ïîäìíîæåñòâà, è ò.ä.



3ñèíèéêðàñíûé
�èñ. 2. Áèëëèàðä â òðåóãîëüíèêåÂåðíåìñÿ ê ñ�åðå ñ òðåìÿ êîíè÷åñêèìè òî÷êàìè. Íà ñàìîì äåëå ýòî èñòîðèÿïðî áèëëèàðäû, ïðî áèëëèàðäû â ìíîãîóãîëüíèêàõ. Âîçüìåì ìíîãîóãîëüíèê,â äàííîì ñëó÷àå � òðåóãîëüíèê. È áóäåì èãðàòü â áèëëèàðä íå íà îáû÷íîìáèëëèàðäíîì ñòîëå, à íà òðåóãîëüíîì. Ëóç ó íàñ íåò, è ìû ãîíÿåì òðàåêòîðèè.ß ïðåäëàãàþ ñäåëàòü âîò ÷òî: êàæäûé ðàç, êîãäà òðàåêòîðèÿ áóäåò óäàðÿòüñÿî áîðò, ìû áóäåì åå ïðîäîëæàòü, ïåðåêðàñèâ â äðóãîé öâåò, èñïîëüçóÿ äâàöâåòà. Ñêàæåì, ìû ñòàðòîâàëè ñ ñèíåãî öâåòà, óäàðèëèñü, öâåò ñòàë êðàñíûì,óäàðèëèñü, öâåò ñòàë ñèíèì, ïîòîì ñíîâà êðàñíûì, ïîòîì ñíîâà ñèíèì, è ò.ä.(ðèñ. 2). È ïðîùå âñåãî ýòî ñäåëàòü âîò êàê: ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ó íàñ åñòü äâåïðîçðà÷íûõ êîïèè îäíîãî è òîãî æå áèëëèàðäà, è ñèíèå òðàåêòîðèè ÿ ðèñóþíà îäíîé ñòîðîíå, à êðàñíûå � íà äðóãîé.À òåïåðü äàâàéòå ýòè äâå êîïèè ñêëåèì ïî ãðàíèöå. ß ïðîñòî íàëîæèë îäèíòðåóãîëüíèê íà äðóãîé è îòîæäåñòâèë ãðàíèöû (ñì. ðèñ. 2). È êîãäà ÿ îòîæ-äåñòâèë ãðàíèöû, òî òîïîëîãè÷åñêè ÿ ïîëó÷èë ñ�åðó, ïîòîìó ÷òî ÿ âçÿë äâàäèñêà è ñêëåèë ïî ãðàíèöå. Íà íàøåé ñ�åðå åñòü ïëîñêàÿ ìåòðèêà, è òî÷íî òàêæå, êàê è äëÿ êóáà, ÿ ìîãó ðàçîãíóòü ðåáðî è óáåäèòüñÿ, ÷òî íà ðåáðå ó íàøåéïëîñêîé ìåòðèêè íèêàêèõ îñîáåííîñòåé íåò. Òàê ÷òî òî, ÷òî ìû ïîëó÷èëè �ýòî íàñòîÿùàÿ ïëîñêàÿ ñ�åðà, òà ñàìàÿ ïëîñêàÿ ñ�åðà, êàê ìû ðàññìàòðèâà-ëè, ñ òðåìÿ êîíè÷åñêèìè òî÷êàìè. À áèëëèàðäíàÿ òðàåêòîðèÿ ïðåâðàòèëàñü âãåîäåçè÷åñêóþ. Ïîòîìó ÷òî, êîãäà ÿ ðàçãèáàþ ïî ðåáðó, âèäíî, ÷òî áèëëèàðä-íàÿ òðàåêòîðèÿ ñòàíîâèòñÿ ïðÿìîé ëèíèåé. Åñëè ïîñìîòðåòü, êàê áèëëèàðäíàÿòðàåêòîðèÿ ïåðåõîäèò íà âòîðîé ëèñò, òî âèäíî, ÷òî îíà ïðîñòî ïåðåõîäèò ïîïðÿìîé. Òàê ÷òî çàäà÷à, êîòîðàÿ çäåñü ñ�îðìóëèðîâàíà � ýòî çàäà÷à ïðî áèë-ëèàðä. È ýòî ñòðàøíî îáèäíî, íî ïðî áèëëèàðäû â òðåóãîëüíèêàõ ìàëî ÷òîèçâåñòíî. Íàïðèìåð, íå èçâåñòíî, âåðíî ëè, ÷òî â êàæäîì òóïîóãîëüíîì òðå-óãîëüíèêå åñòü õîòÿ áû îäíà çàìêíóòàÿ òðàåêòîðèÿ!�àç óæ ÿ çàãîâîðèë î áèëëèàðäàõ, äàâàéòå, ÿ ñêàæó õîòü äâà ñëîâà ïðîòî, ÷òî èçâåñòíî. Ìû óæå îòìåòèëè, ÷òî áèëëèàðäû â ìíîãîóãîëüíèêè è ñîîò-âåòñòâóþùèå ïëîñêèå ñ�åðû, ýòî ïî÷òè îäíî è òî æå. Òåïåðü ïðî çàìêíóòûåáèëëèàðäíûå òðàåêòîðèè: âñ¼ æå â îñòðîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ëåãêî íàéòèçàìêíóòóþ áèëëèàðäíóþ òðàåêòîðèþ. Ýòî çàäà÷à ïî ïëàíèìåòðèè, â êà÷åñòâåóïðàæíåíèÿ ÿ ïðåäëàãàþ äîêàçàòü, ÷òî åñëè â ëþáîì îñòðîóãîëüíîì òðåóãîëü-íèêå ñîåäèíèòü îñíîâàíèÿ âûñîò, ïîëó÷èòñÿ áèëëèàðäíàÿ òðàåêòîðèÿ (ðèñ. 2).
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�èñ. 3. Áèëëèàðä â ïðÿìîóãîëüíèêåÀ âîò â òóïîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ýòà êîíñòðóêöèÿ íå ðàáîòàåò, è ïðî òóïî-óãîëüíûå òðåóãîëüíèêè, åñëè ñìîòðåòü òîëüêî íà ñòðîãèå òåîðåìû, ìàëî ÷òîèçâåñòíî.Òóïîóãîëüíûå òðåóãîëüíèêè ïàðàìåòðèçóþòñÿ äâóìÿ ïàðàìåòðàìè, äâóìÿóãëàìè. Ñóììà îñòðûõ óãëîâ íå ïðåâîñõîäèò π/2, îíè îáà ïîëîæèòåëüíû, òàê÷òî ïðîñòðàíñòâî ïàðàìåòðîâ � ýòî òîæå òðåóãîëüíèê, ýòî ñèìïëåêñ. Â ýòîìñèìïëåêñå �ðèøà �àëüïåðèí ïîñòðîèë �ðàêòàë, êîòîðûé èìååò ïëîùàäü 1/3,è äëÿ ýòîãî �ðàêòàëà ñóùåñòâîâàíèå çàìêíóòîé òðàåêòîðèè èçâåñòíî, à äëÿäîïîëíåíèÿ � íåò.Â ïîñëåäíåå âðåìÿ çàìêíóòûå áèëëèàðäíûå òðàåêòîðèè èíòåíñèâíî ïûòà-þòñÿ ñòðîèòü ñ ïîìîùüþ êîìïüþòåðà. È åñëè âåðèòü êîìïüþòåðíûì ýêñïå-ðèìåíòàì Ïàòðèêà Õóïåðà è �è÷àðäà Øâàðöà (P. Hooper, R. Shwartz), òîäëÿ êàæäîãî òðåóãîëüíèêà (èëè, ïî êðàéíåé ìåðå, äëÿ ïî÷òè êàæäîãî òðå-óãîëüíèêà) òàêèå òðàåêòîðèè åñòü, è áîëåå òîãî, èõ ìíîãî; íî ïîêà ýòî òîëüêîêîìïüþòåðíûé ýêñïåðèìåíò.Äëÿ îñòðîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ åñòü êîìïüþòåðíîå äîêàçàòåëüñòâî ñëå-äóþùåãî: åñëè çàáûòü ïðî ñïåöèàëüíóþ çàìêíóòóþ áèëëèàðäíóþ òðàåêòîðèþ,êîòîðóþ ÿ óïîìÿíóë, è ðàññìàòðèâàòü òîëüêî äðóãèå, òî âñ¼ ïðîñòðàíñòâî ïà-ðàìåòðîâ äëÿ îñòðîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ìîæíî çàìîñòèòü îáëàñòÿìè, ãäåâ êàæäîé îáëàñòè èìååòñÿ óñòîé÷èâàÿ áèëëèàðäíàÿ òðàåêòîðèÿ. Ìû ìîæåìíåìíîæêî äå�îðìèðîâàòü íàø òðåóãîëüíèê, è íåêîòîðûå òðàåêòîðèè, ãðóáîãîâîðÿ, âûæèâàþò ïðè ìàëîé äå�îðìàöèè. È, ñîáñòâåííî, â ýòîì è çàêëþ-÷àåòñÿ ìåòîä: ìû íàõîäèì êàêèì-íèáóäü ñïîñîáîì óñòîé÷èâóþ áèëëèàðäíóþòðàåêòîðèþ, à äàëüøå íà÷èíàåì øåâåëèòüñÿ â ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ, ïîëó-÷àåì íåêîòîðóþ îáëàñòü äëÿ êîòîðîé âûæèâàåò íàøà çàìêíóòàÿ òðàåêòîðèÿ;òàê ìû ïîêðûëè ÷àñòü ïðîñòðàíñòâà ïàðàìåòðîâ îáëàñòüþ; ïîòîì äëÿ òî÷êèâíå ýòîé îáëàñòè íàõîäèì íîâóþ çàìêíóòóþ óñòîé÷èâóþ áèëëèàðäíóþ òðàåê-òîðèþ; ïîòîì äëÿ íåå íàõîäèì îáëàñòü âûæèâàíèÿ, è ïûòàåìñÿ çàìîñòèòü òàêâñ¼ ïðîñòðàíñòâî ïàðàìåòðîâ. Äëÿ îñòðîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ ýòî óæå ñäå-ëàíî; òåïåðü Õóïåð è Øâàðö ïûòàþòñÿ ñäåëàòü òî æå ñàìîå äëÿ òóïîóãîëüíûõòðåóãîëüíèêîâ.



51.2. Î÷åíü ïëîñêèå ïîâåðõíîñòè. Òîëüêî ÷òî ìû ïîñòðîèëè ñ�åðó ïî áèë-ëèàðäó â ìíîãîóãîëüíèêå. Ìû âçÿëè äâîéíóþ ðàçâåðòêó íàøåãî áèëëèàðäà, èáèëëèàðä â ìíîãîóãîëüíèêå çàìåíèëè íà ãåîäåçè÷åñêèé ïîòîê íà ñ�åðå. ß ïðåä-ëàãàþ åùå îäíó êîíñòðóêöèþ, êîòîðàÿ ðàáîòàåò òîëüêî äëÿ íåêîòîðûõ ìíîãî-óãîëüíèêîâ, à èìåííî, äëÿ ìíîãîóãîëüíèêîâ ñ ðàöèîíàëüíûìè óãëàìè. Íà÷íó ÿñ ïðÿìîóãîëüíèêà, õîòÿ è óâåðåí, ÷òî âñå ýòî ñëûøàëè. Íî íà âñÿêèé ñëó÷àé ÿïîâòîðþ. Íà ðèñ. 3 èçîáðàæåí ó÷àñòîê áèëëèàðäíîé òðàåêòîðèè â ïðÿìîóãîëü-íèêå, è âèäíî, ÷òî åñëè ìû âûïóñòèëè â êàêîì-òî íàïðàâëåíèè òðàåêòîðèþ,òî â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè îíà áóäåò äâèãàòüñÿ â îäíîì èç ÷åòûðåõ íàïðàâ-ëåíèé. Çäåñü åñòü ÷åðíîå, êðàñíîå, ñèíåå è çåëåíîå íàïðàâëåíèÿ; è äðóãèõ íåáóäåò. Íà ýòîò ðàç ÿ ïðåäëàãàþ âìåñòî äâóõ êîïèé âçÿòü ÷åòûðå êîïèè íàøå-ãî ìíîãîóãîëüíèêà: ïî îäíîé êîïèè äëÿ êàæäîãî íàïðàâëåíèÿ. Òî÷íî òàê æå,êàê ìû ñäåëàëè ðàíüøå, ÿ ïðåäëàãàþ ïðîäîëæàòü íàøó òðàåêòîðèþ â ñëåäóþ-ùóþ êîïèþ, çåðêàëüíî îòðàæàÿ íàø áèëëèàðä. ß ïðåäëàãàþ ðàçìíîæèòü íàøèáèëëèàðäíûå ñòîëû: âçÿòü ÷åòûðå êîïèè è óñòðîèòü åñòåñòâåííîå îòîæäåñòâ-ëåíèå ìåæäó êðàÿìè. Åñëè ïîñìîòðåòü, êàê îòîæäåñòâëÿþòñÿ êðàÿ ÷åòâåðíîãîïðÿìîóãîëüíèêà, òî ýòî ïðîñòî ïàðàëëåëüíûå ïåðåíîñû. Òàê ÷òî, âìåñòî òî-ãî, ÷òîáû ðàññìàòðèâàòü ãåîäåçè÷åñêèé ïîòîê íà ñ�åðå, êàê â ïðåäûäóùåéêîíñòðóêöèè, ìû ðàññìàòðèâàåì ãåîäåçè÷åñêèé ïîòîê íà òîðå. À ïðåèìóùå-ñòâî çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî òåïåðü íàøà òðàåêòîðèÿ èäåò âñ¼ âðåìÿ â îäíîìíàïðàâëåíèè. Íà òîðå íàøà ïëîñêàÿ ìåòðèêà óæå íå èìååò ãîëîíîìèè, ïàðàë-ëåëüíûé ïåðåíîñ âåêòîðà ïî çàìêíóòîìó êîíòóðó ïåðåíîñèò âåêòîð â ñåáÿ, è, â÷àñòíîñòè, ìû ìîæåì íà òîðå âûáðàòü íàïðàâëåíèå íà ñåâåð, è îíî áóäåò âñþ-äó îïðåäåëåíî. È åñëè ìû îòïðàâèëè òðàåêòîðèþ, ñêàæåì, â ñåâåðî-âîñòî÷íîìíàïðàâëåíèè, òî îíà âñþ æèçíü áóäåò èäòè â ñåâåðî-âîñòî÷íîì íàïðàâëåíèè.Âñ¼ ýòî áûëî áû íåèíòåðåñíî, åñëè áû òó æå êîíñòðóêöèþ íåëüçÿ áûëî ïðè-ìåíèòü ê äðóãèì ìíîãîóãîëüíèêàì. Íî, ê ñ÷àñòüþ, ýòî ñäåëàòü ìîæíî. È âñ¼,÷òî òðåáóåòñÿ, ýòî ÷òîáû ó ìíîãîóãîëüíèêà óãëû áûëè ðàöèîíàëüíûìè êðàò-íûìè π. Íàïðèìåð, âîçüìåì ðàâíîáåäðåííûé òðåóãîëüíèê ñ óãëàìè (
π
4
, 3π

8
, 3π
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).Åñëè âûïóñòèòü áèëëèàðäíóþ òðàåêòîðèþ â ýòîì òðåóãîëüíèêå è ïîñìîòðåòü,ñêîëüêî ó íåå áóäåò ðàçíûõ íàïðàâëåíèé, òî îáû÷íî èõ áóäåò âîñåìü. Íóæ-íî âçÿòü âîñåìü êîïèé ýòîãî òðåóãîëüíèêà, ðàçâåðíóòü èõ, îíè ðàçâåðíóòñÿ âïðàâèëüíûé âîñüìèóãîëüíèê; è åñëè ïðîâåðèòü îòîæäåñòâëåíèÿ, òî áóäåò âèä-íî, ÷òî íóæíî ïðîñòî îòîæäåñòâèòü ïðîòèâîïîëîæíûå ñòîðîíû. Òàê ÷òî íàøàáèëëèàðäíàÿ òðàåêòîðèÿ â òàêîì òðåóãîëüíèêå îòâå÷àåò ãåîäåçè÷åñêîé íà ïî-âåðõíîñòè, êîòîðàÿ ñêëååíà èç ïðàâèëüíîãî âîñüìèóãîëüíèêà.Ïîâåðõíîñòü ñêëååíà òàê: ìû ïðîñòî îòîæäåñòâëÿåì ïðîòèâîïîëîæíûå ñòî-ðîíû. Êîíñòðóêöèÿ ñ ðàçâåðòêîé ðàöèîíàëüíîãî ìíîãîóãîëüíèêà íàçûâàåòñÿêîíñòðóêöèåé Êàòêà�Çåìëÿêîâà. (ß ñëûøàë, ÷òî èäåÿ òàêîé ðàçâåðòêè áû-ëà èçâåñòíà òàêæå ñîñòàâèòåëÿì è ó÷àñòíèêàì ëåíèíãðàäñêèõ ìàòåìàòè÷åñêèõîïëèìïèàä 60õ � 70õ ãîäîâ.)Ñêëåèâ ïðîòèâîïîëîæíûå ñòîðîíû ïðàâèëüíîãî âîñüìèóãîëüíèêà, ìû ïîëó-÷àåì ïëîñêóþ ïîâåðõíîñòü, êàê è ðàíüøå. Ó íåå áóäóò êîíè÷åñêèå îñîáåííî-ñòè; ýòè êîíè÷åñêèå îñîáåííîñòè ïðèõîäÿò èç âåðøèí íàøåãî ìíîãîóãîëüíèêà.Ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî â íàøåì ïðèìåðå âñå âåðøèíû îòîæäåñòâëåíû, îíè ñòà-íîâÿòñÿ îäíîé-åäèíñòâåííîé òî÷êîé. Óãîë â ýòîé êîíè÷åñêîé îñîáåííîñòè áóäåòäîâîëüíî áîëüøîé; ïîòîìó ÷òî, êîãäà ìû îáîéäåì âîêðóã êîíè÷åñêîé îñîáåííî-ñòè ïîëíîñòüþ, ìû çàìåò¼ì ïðîñòî ñóììó óãëîâ íàøåãî âîñüìèóãîëüíèêà, à îíà



6ðàâíà 6π. Òàê ÷òî â äàííîì ñëó÷àå ó íàñ åäèíñòâåííàÿ êîíè÷åñêàÿ îñîáåííîñòüñ óãëîì 6π êàê íà ðèñ. 5.�îëîíîìèÿ ïëîñêîé ìåòðèêè íà ïîñòðîåííîé ïîâåðõíîñòè òðèâèàëüíà. Çà-ìåòüòå, ÷òî åñëè ãîëîíîìèÿ ìåòðèêè íà ïîâåðõíîñòè òðèâèàëüíà, òî âñå êîíè÷å-ñêèå îñîáåííîñòè íåïðåìåííî äîëæíû áûòü öåëûìè êðàòíûìè 2π. Íî ÿ äîëæåíïðåäóïðåäèòü, ÷òî ýòî íå äîñòàòî÷íîå óñëîâèå: áûâàþò ïëîñêèå ïîâåðõíîñòè, óêîòîðûõ âñå êîíè÷åñêèå îñîáåííîñòè (óãëû) êðàòíû 2π, à ãîëîíîìèÿ íå òðèâè-àëüíà, òàêîå áûâàåò. Íî â äàííîì ñëó÷àå ãîëîíîìèÿ äåéñòâèòåëüíî òðèâèàëüíà,ïðîñòî ïîòîìó, ÷òî âñå íàøè îòîæäåñòâëåíèÿ � ýòî ïàðàëëåëüíûå ïåðåíîñû.Êîãäà ìû ñêëåèâàåì ñòîðîíû, ìû íè÷åãî íèãäå íå ïîâîðà÷èâàåì, ïðîñòî ïà-ðàëëåëüíî ïåðåíîñèì; ïîýòîìó ãîëîíîìèÿ íàøåé ïîâåðõíîñòè òðèâèàëüíà. Òîåñòü, äëÿ ýòîé ïîâåðõíîñòè ìîæíî òîæå âûáðàòü íàïðàâëåíèå íà ñåâåð, ÷òîìû îòíûíå âñåãäà áóäåì äåëàòü; ýòî íàïðàâëåíèå íà ñåâåð ïîâñþäó êîððåêòíîîïðåäåëåíî. Îíî äàæå ëó÷øå îïðåäåëåíî, ÷åì íà Çåìëå; ïîòîìó ÷òî íà Çåìëååñòü äâå òî÷êè, ãäå íàïðàâëåíèå íà ñåâåð î÷åíü ïëîõî îïðåäåëåíî (ñåâåðíûé èþæíûé ïîëþñ). Ó íàøåé ïîâåðõíîñòè åñòü êîíè÷åñêàÿ îñîáåííîñòü, è, êàçàëîñüáû, â íåé òîæå ïðîáëåìû. Íî â êîíè÷åñêîé îñîáåííîñòè íà íàøåé ïîâåðõíîñòèâñå æå ìåíüøå ïðîáëåì, ÷åì â ñåâåðíîì è þæíîì ïîëþñå, ïîòîìó ÷òî çäåñüåñòü òîëüêî òðè íàïðàâëåíèÿ íà ñåâåð âìåñòî áåñêîíå÷íîãî êîëè÷åñòâà.
~v1

~v2

~v3

~v4

~v4

~v3

~v2

~v1

�èñ. 4. Âñå ñòîðîíû ìíîãîóãîëüíèêà � ïàðíûåÑ ýòîãî ìîìåíòà ÿ ïðåäëàãàþ çàáûòü ïðî ïëîñêèå ïîâåðõíîñòè îáùåãî ïîëî-æåíèÿ (ñ íåòðèâèàëüíîé ãîëîíîìèåé) è ðàññìàòðèâàòü òîëüêî òå ïëîñêèå ïî-âåðõíîñòè, ó êîòîðûõ ãîëîíîìèÿ òðèâèàëüíàÿ. È äëÿ ïðîñòîòû ìîæíî ñ÷èòàòü,÷òî âñå ýòè î÷åíü ïëîñêèå ïîâåðõíîñòè (ñ òðèâèàëüíîé ãîëîíîìèåé) ïðèõîäÿòèç ìíîãîóãîëüíèêîâ, ó êîòîðûõ ñòîðîíû ðàçáèòû íà ïàðû, è â êàæäîé ïàðå ñòî-ðîíû èìåþò îäèíàêîâóþ äëèíó è ïàðàëëåëüíû (ðèñ. 4). Òîãäà, îòîæäåñòâèâñòîðîíû â êàæäîé ïàðå ïîäõîäÿùèì ïàðàëëåëüíûì ïåðåíîñîì, ìû ïîëó÷èìïîâåðõíîñòü ñ òðèâèàëüíîé ãîëîíîìèåé.ß õî÷ó âîñïîëüçîâàòüñÿ êàðòèíêîé íà ðèñ. 4 è óáåäèòü âàñ, ÷òî ìû ìîæåìäîâîëüíî ïðîñòî äå�îðìèðîâàòü ïëîñêóþ ìåòðèêó. Çàáóäåì íà âðåìÿ, ÷òî ó íàñáûë ìíîãîóãîëüíèê. Äàâàéòå ñ÷èòàòü, ÷òî ó íàñ ïðîñòî åñòü ëîìàíàÿ ëèíèÿ èç÷åòûðåõ âåêòîðîâ. Âûáåðåì âåêòîðû áîëåå èëè ìåíåå ñëó÷àéíûì îáðàçîì; â÷àñòíîñòè, ëþáîé èç ÷åòûðåõ âåêòîðîâ, êîòîðûå çäåñü íàðèñîâàíû, ÿ ìîãó ïî-øåâåëèòü. ß ïðåäëàãàþ ñëåäóþùóþ êîíñòðóêöèþ. Ïîñòðîèì ëîìàíóþ ëèíèþ,
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�èñ. 5. Êîíè÷åñêàÿ òî÷êà ñ óãëîì 6πïîòîì âûáåðåì êàêóþ-íèáóäü ïåðåñòàíîâêó òîãî ÷èñëà ýëåìåíòîâ, ñêîëüêî óíàñ âåêòîðîâ â íàøåé ëîìàíîé ëèíèè, è ïîñòðîèì íîâóþ ëîìàíóþ ëèíèþ èçòåõ æå âåêòîðîâ ñîãëàñíî ïåðåñòàíîâêå. Íà êàðòèíêå ïðåäñòàâëåíà ïåðåñòàíîâ-êà 4321; ìîæíî âçÿòü äðóãóþ ïåðåñòàíîâêó. Ìû ìîæåì âçÿòü ñòî âåêòîðîâ èïåðåñòàíîâêó èç ñòà ýëåìåíòîâ. Åñëè íàì ïîâåçåò, òî íàøè äâå ëîìàíûå ëèíèèíå ïåðåñåêóòñÿ. Îíè òî÷íî ïðèäóò â îäíó è òó æå òî÷êó (ïîòîìó ÷òî ìû èñ-ïîëüçîâàëè òå æå ñàìûå çâåíüÿ). Äàâàéòå ñ÷èòàòü, ÷òî íàì ïîâåçëî, è ëîìàíûåíå ïåðåñåêëèñü; òîãäà ìû ïîëó÷èëè ìíîãîóãîëüíèê. Èç ýòîãî ìíîãîóãîëüíèêàìû ìîæåì íåìåäëåííî ñêëåèòü î÷åíü ïëîñêóþ ïîâåðõíîñòü. Ó ýòîé ïëîñêîé ïî-âåðõíîñòè ïîëó÷àòñÿ êàêèå-òî óãëû. Òàê êàê ïî ïîñòðîåíèþ ó íåå òðèâèàëüíàÿãîëîíîìèÿ, âñå óãëû áóäóò öåëûìè êðàòíûìè 2π. Íåêîòîðûå âåðøèíû ìîãóòäàòü òî÷êè, êîòîðûå âîîáùå íå îñîáûå; ýòî çàâèñèò îò ïåðåñòàíîâêè. Âñÿ òîïî-ëîãèÿ íàøåé ïîâåðõíîñòè ñïðÿòàíà â ïåðåñòàíîâêå, êîòîðóþ ìû èñïîëüçîâàëè.Ìû äîãîâîðèëèñü ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ïëîñêèå ïîâåðõíîñòè ñ òðèâèàëü-íîé ãîëîíîìèåé. Tåïåðü ìû â êàæäîé òî÷êå ìîæåì óêàçàòü íàïðàâëåíèå íàñåâåð; ÿ ïðåäëàãàþ åãî âûáðàòü. Äàâàéòå ñ÷èòàòü, ÷òî íàøè ïëîñêèå ïîâåðõíî-ñòè ïîëÿðèçîâàíû; ÿ áóäó ïðåäïîëàãàòü, ÷òî íàøà ïëîñêàÿ ïîâåðõíîñòü âñåãäàçàäàíà ñ íàïðàâëåíèåì íà ñåâåð. Ïîâåðõíîñòü, ïîâåðíóòàÿ íà êàêîé-òî óãîë� ýòî óæå äðóãîé îáúåêò. Áóäåì ïîìíèòü íàïðàâëåíèå íà ñåâåð. Åñëè òåïåðüíà òàêîé ïîâåðõíîñòè âûïóñòèòü ãåîäåçè÷åñêóþ â êàêîì-òî íàïðàâëåíèè, òîòî÷íî òàê æå, êàê íà òîðå, îíà áóäåò âñåãäà íàìàòûâàòüñÿ â òîì æå íàïðàâ-ëåíèè. Â ÷àñòíîñòè, îíà ñåáÿ íèêîãäà íå ïåðåñå÷åò. (ß âûêîëîë îñîáûå òî÷êè.Ñåãîäíÿ ÿ íå áóäó ðàññìàòðèâàòü ãåîäåçè÷åñêèå, êîòîðûå ïîïàäàþò â îñîáûåòî÷êè, òîëüêî ãåîäåçè÷åñêèå îáùåãî ïîëîæåíèÿ.) Òî åñòü, ãåîäåçè÷åñêèé ïîòîêâ �èêñèðîâàííîì íàïðàâëåíèè çàäàåò ñëîåíèå íà íàøåé ïîâåðõíîñòè. Òàêèìîáðàçîì, ýòè ïîâåðõíîñòè, äåéñòâèòåëüíî, âî ìíîãèõ îòíîøåíèÿõ èìèòèðóþòòîð. È èç òðèâèàëüíîñòè ãîëîíîìèè íàøåé ìåòðèêè ñëåäóåò, ÷òî âñå êîíè÷åñêèåóãëû � öåëûå êðàòíûå 2π.Òåïåðü, ÷òîáû êàê-òî ïðèìèðèòü âàñ ñ êîíè÷åñêèìè óãëàìè, êîòîðûå áîëü-øå 2π, íà ðèñóíêå 5 ÿ èçîáðàçèë êîíè÷åñêóþ òî÷êó ñ óãëîì 6π. ß âçÿë øåñòüïîëóäèñêîâ, íåìíîæêî ñîãíóë èõ è ñêëåèë èç íèõ îáåçüÿíüå ñåäëî. Ýòî ìåòðè-÷åñêè êîíè÷åñêàÿ òî÷êà ñ óãëîì 6π; îíà ñêëååíà èç øåñòè ïîëóäèñêîâ ñ óãëîì
π êàæäûé. Òàê ÷òî òàêîå áûâàåò, ýòî íå àáñòðàêöèÿ.
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�èñ. 6. Îïàñíàÿ ïîâåðõíîñòüÈ âîò òåïåðü, òàê êàê ÿ íè÷åãî íå ìîãó ñêàçàòü ïðî ïëîñêèå ïîâåðõíîñòèîáùåãî ïîëîæåíèÿ, ÿ íà÷íó ïðîïàãàíäó î÷åíü ïëîñêèõ ïîâåðõíîñòåé. Çà÷åì îíèíóæíû, è ãäå îíè âîçíèêàþò? ß õîòåë áû ïîêàçàòü íåñêîëüêî ïðèìåðîâ òîãî,êàê îíè ïîÿâëÿþòñÿ, à ïîòîì ñ�îðìóëèðîâàòü ïðî íèõ íåñêîëüêî òåîðåì. Îäèíïðèìåð ìû óæå âèäåëè: ýòî áèëëèàðäû íà ðàöèîíàëüíûõ ìíîãîóãîëüíèêàõ.Òåïåðü âòîðîé ïðèìåð. Îí âûãëÿäèò òàê: ðàññìîòðèì ïîâåðõíîñòü è çàìêíó-òóþ 1-�îðìó íà ýòîé ïîâåðõíîñòè. Çàìêíóòàÿ 1-�îðìà ëîêàëüíî ÿâëÿåòñÿ äè�-�åðåíöèàëîì �óíêöèè è ó íåå åñòü ëèíèè óðîâíÿ. À ãëîáàëüíî çàìêíóòàÿ 1-�îðìà çàäàåò ñëîåíèå; ó �óíêöèè íà êîìïàêòíîé ïîâåðõíîñòè ýòè ëèíèè óðîâ-íÿ çàìûêàþòñÿ, à ó çàìêíóòîé 1-�îðìû, âîîáùå ãîâîðÿ, íåò. Òèïè÷íûé ïðèìåð:

dx+
√
2dy íà òîðå, çàäàííîì ñòàíäàðòíûì êâàäðàòîì.Ñóùåñòâóåò òåîðåìà � êðèòåðèé òîãî, êîãäà ñëîåíèå, çàäàííîå çàìêíóòîé1-�îðìîé, ìîæíî âûïðÿìèòü. À èìåííî, êîãäà ìîæíî ïîäîáðàòü ïî íàøåé çà-ìêíóòîé 1-�îðìå òàêóþ î÷åíü ïëîñêóþ ìåòðèêó, â êîòîðîé ñëîåíèå ñòàíîâèòñÿïðîñòî ñëîåíèåì ïðÿìûõ ëèíèé (êàê íà òîðå). Äëÿ òîðà, êàæåòñÿ, ýòî òåîðåìàÊîëìîãîðîâà, íî ÿ ìîãó îøèáàòüñÿ. À äëÿ ïîâåðõíîñòåé îáùåãî ðîäà ýòî òåî-ðåìà, êîòîðàÿ â ðàçíûõ �îðìóëèðîâêàõ áûëà äîêàçàíà ðàçíûìè àâòîðàìè (íà-ïðèìåð, Êàëàáè (E. Calabi) è Êàòêîì) è â ðàçíûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ íà �îðìû.ß ïðåäïîëàãàþ, ÷òî �îðìà ëîêàëüíî ïðèìåðíî òàêàÿ æå, êàê äè��åðåíöèàëìîðñîâñêîé �óíêöèè; ÷óòü øèðå, íà ñàìîì äåëå: ÿ äîïóñàêàþ èçîëèðîâàííûåâûðîæäåííûå êðèòè÷åñêèå òî÷êè. Òàê âîò, îêàçûâàåòñÿ, ÷òî çàäàííîå òàêîé�îðìîé ñëîåíèå ÷àñòî ìîæíî âûïðÿìèòü. Åäèíñòâåííîå, ÷òî ìîæåò ýòîìó ïî-ìåøàòü � ñóùåñòâîâàíèå çàìêíóòûõ ñëîåâ, ãîìîëîãè÷íûõ íóëþ.Íà ðèñ. 6 èçîáðàæåíà êàê ðàç îïàñíàÿ ïîâåðõíîñòü: íà òàêîé ïîâåðõíîñòèñëîåíèå, çàäàííîå íàøåé 1-�îðìîé, âûïðÿìèòü íåëüçÿ. Ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òîíà ðó÷êå ñëîåíèå âûãëÿäèò êàê ñëîåíèå îêðóæíîñòåé; íà êàæäîì êðàþ ðó÷-êè åñòü îñîáûé ñëîé è åñòü êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà. È åñëè âçÿòü ëèíèþ, êîòîðàÿîáõâàòûâàåò ðó÷êó, òî îíà êàê ðàç ãîìîëîãè÷íà íóëþ, îíà ðàçäåëÿåò íàøó ïî-âåðõíîñòü íà äâà êóñêà.Ýòî âñåãäà ñëîåíèå ñ îñîáåííîñòÿìè. Íî òåì íå ìåíåå ÿ õî÷ó ñêàçàòü, ÷òîäàæå â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî âûðåçàòü ýòó ðó÷êó, íà êîòîðîé ñëîåíèå òðèâèàëüíî(ïðîñòî îêðóæíîñòè), âûðåçàòü åå, âûáðîñèòü; ïîëó÷àòñÿ äâå êîìïîíåíòû; è íàêàæäîé èç ýòèõ êîìïîíåíò � ïî äûðêå. Äîïóñòèì ÷òî íàñ èíòåðåñóþò òîïî-ëîãè÷åñêèå ñâîéñòâà ñëîåâ, íå òîíêèå ñâîéñòâà, ñêàæåì, êàê â ãàìèëüòîíîâîéñèñòåìå (ãäå î÷åíü âàæíà ñêîðîñòü, ñ êîòîðîé ìû èäåì âäîëü ñëîåâ â ñîîò-âåòñòâóþùåé ïàðàìåòðèçàöèè), à ïðîñòî òîïîëîãèÿ: êàê ñëîè îáìàòûâàþòñÿâîêðóã ïîâåðõíîñòè. Êîãäà ó íàñ åñòü ñëîé, êîòîðûé îáõîäèò äûðêó ñ îäíîé



9ñòîðîíû, è ñëîé, êîòîðûé îáõîäèò ñ äðóãîé ñòîðîíû îò äûðêè, îíè, åñëè ìûçàêëåèì ýòó äûðêó äèñêîì, ñòàíîâÿòñÿ ãîìîòîïíû äðóã äðóãó, ìû ìîæåì ýòîòäèñê ñòÿíóòü â òî÷êó.ß õî÷ó ñêàçàòü, ÷òî â íåêîòîðîì ñìûñëå, åñëè ìû èíòåðåñóåìñÿ òîëüêî òåì,êàê ñëîè ñëîåíèé, çàäàííûõ çàìêíóòûìè 1-�îðìàìè, âüþòñÿ âîêðóã ïîâåðõíî-ñòè, òî âñ¼ ñâîäèòñÿ ê ñëó÷àþ, êîãäà èõ ìîæíî âûïðÿìèòü. Ïîòîìó ÷òî, åñëè óíàñ åñòü ñëîè, ãîìîëîãè÷íûå íóëþ, ìû ïðîñòî ðàçðåæåì ïî íèì íàøó ïîâåðõ-íîñòü è ñâåäåì âñ¼ ê ñëó÷àþ, êîãäà èõ íåò, ìû èõ èñòðåáèëè. Òàê ÷òî â ýòîìñìûñëå âñå èíòåðåñíûå ñ òîïîëîãè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ñëîåíèÿ âûïðÿìëÿþòñÿè ñòàíîâÿòñÿ ïðîñòî ñëîåíèÿìè �èêñèðîâàííîãî íàïðàâëåíèÿ íà î÷åíü ïëîñêîéïîâåðõíîñòè. Íóæíî âûêèíóòü âñå ñëîè, ãîìîëîãè÷íûå íóëþ; îíè îáðàçóþò öè-ëèíäðû, çàïîëíåííûå îêðóæíîñòÿìè. Íóæíî çàáûòü î íèõ è ñòÿíóòü äûðêè.È ïîñëå ýòîãî íà òîì, ÷òî îñòàíåòñÿ, âñ¼ âûïðÿìëÿåòñÿ, ñîãëàñíî ýòîé òåîðåìå.ß ïðåäïî÷åë îãðàíè÷èòüñÿ ñîâñåì ïëîñêèìè ïîâåðõíîñòÿìè. Áëèçêèå ðîä-ñòâåííèöû òàêèõ î÷åíü ïëîñêèõ ïîâåðõíîñòåé � ýòî ïîâåðõíîñòè, ó êîòîðûõðàçðåøàåòñÿ íåòðèâèàëüíàÿ ãîëîíîìèÿ, íî òîëüêî òàêàÿ, êîòîðàÿ ïåðåâîðà÷è-âàåò âåêòîð â ïðîòèâîïîëîæíûé: ìû ïåðåíîñèì âåêòîð ïî êîíòóðó, è îí ëèáîâåðíóëñÿ ñàì â ñåáÿ, ëèáî ïåðåâåðíóëñÿ íà 180◦. Äëÿ òàêèõ ìåòðèê ìîæíî ñäå-ëàòü ïî÷òè âñ¼ òî æå ñàìîå. Íî äëÿ ïðîñòîòû ÿ ðåøèë ãîâîðèòü òîëüêî î ñîâñåìïëîñêèõ ïîâåðõíîñòÿõ.À òåïåðü ÿ äîëæåí ñêàçàòü åùå íåñêîëüêî ñëîâ îá èíòåðïðåòàöèè òîãî æåñàìîãî îáúåêòà â äðóãèõ òåðìèíàõ. Äî ñèõ ïîð ÿ èñïîëüçîâàë èñêëþ÷èòåëü-íî ãåîìåòðè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ (ïëîñêàÿ ìåòðèêà, òðèâèàëüíàÿ ãîëîíîìèÿè ò.ä.). À åñòü åùå îäíà èíòåðïðåòàöèÿ � êîìïëåêñíî-àíàëèòè÷åñêàÿ. �àç óæìû ñòàðòîâàëè ñ ãåîìåòðè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèè, äàâàéòå ñ÷èòàòü, ÷òî íàøàïîâåðõíîñòü çàäàíà ìíîãîóãîëüíèêîì. Ïåðâîå óòâåðæäåíèå: êîãäà ó íàñ åñòüî÷åíü ïëîñêàÿ ñòðóêòóðà, íà ïîâåðõíîñòè íåìåäëåííî âîçíèêàåò êîìïëåêñíàÿñòðóêòóðà è âîçíèêàåò âûäåëåííàÿ çàìêíóòàÿ ãîëîìîð�íàÿ 1-�îðìà (â ýòîéêîìïëåêñíîé ñòðóêòóðå). Ýòà êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà ïîëó÷àåòñÿ î÷åíü ïðîñòî.ß íàïîìèíàþ, ÷òî ìû äîãîâîðèëèñü âûáèðàòü íàïðàâëåíèå íà ñåâåð íà íàøåéïîâåðõíîñòè, è íàøà ïîâåðõíîñòü çàäàíà ìíîãîóãîëüíèêîì. Ïîëîæèì ìíîãî-óãîëüíèê íà êîìïëåêñíóþ ïëîñêîñòü òàê, ÷òîáû íàïðàâëåíèå íà ñåâåð øëî íàñåâåð; â êàêîå ìåñòî â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè � íå âàæíî. Òîãäà ñ êîìïëåêñ-íîé ïëîñêîñòè íà ïîâåðõíîñòü èíäóöóðóåòñÿ êîìïëåêñíàÿ êîîðäèíàòà. Òî÷íååãîâîðÿ, ýòà êîîðäèíàòà çàäàíà íà ìíîãîóãîëüíèêå, íî êîãäà ìû îòîæäåñòâ-ëÿåì ïðîòèâîïîëîæíûå ñòîðîíû ìíîãîóãîëüíèêà, òî íàøà �óíêöèÿ ñêëåéêè
z′ = z + const � ãîëîìîð�íàÿ �óíêöèÿ; ïîýòîìó óæå íà ñàìîé ïîâåðõíîñòèâîçíèêàåò êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà. Åñëè áûòü ÷åñòíûì, ÿ äîëæåí âûêîëîòüñíà÷àëà êîíè÷åñêèå òî÷êè, à äàëüøå ïðîâåðèòü, ÷òî êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðàïðîäîëæàåòñÿ íà çàìêíóòóþ ïîâåðõíîñòü. Ýòî óïðàæíåíèå, êîòîðîå ëåãêî ïðî-äåëàòü; äåéñòâèòåëüíî ïðîäîëæàåòñÿ!Åùå ÿ äîëæåí ñêàçàòü, îòêóäà áåðåòñÿ çàìêíóòàÿ 1-�îðìà. Çàìêíóòàÿ 1-�îðìà � ýòî ïðîñòî dz. Îïÿòü æå, èç-çà òîãî, ÷òî íàøè ñêëåéêè � ýòî z′ =
z+const. Äëÿ �îðìû dz ýòî íå âàæíî: îíà íå âèäèò, ÷òî ìû äîáàâèëè êîíñòàí-òó, îíà ãëîáàëüíî îïðåäåëåíà, åñëè âûêîëîòü îñîáûå òî÷êè. À äàëüøå íóæíîïðîâåðèòü, ÷òî îíà ïðîäîëæàåòñÿ â îñîáûå òî÷êè. Äåéñòâèòåëüíî ïðîäîëæàåò-ñÿ: ïðîäîëæàåòñÿ îíà íóëåì. È â êîíè÷åñêîé òî÷êå ñ óãëîì 2π(d+1) ó íåå íóëüïîðÿäêà d.



10 Âñå ñâîéñòâà, êîòîðûå ÿ �îðìóëèðîâàë â ãåîìåòðè÷åñêèõ òåðìèíàõ, ìîæ-íî ñ�îðìóëèðîâàòü â êîìïëåêñíî-àíàëèòè÷åñêèõ òåðìèíàõ. Â ÷àñòíîñòè, àð-ãóìåíò ñ ëîìàíîé ëèíèåé ïîêàçûâàåò, ÷òî ìû ìîæåì øåâåëèòü âåêòîðû, ñïîìîùüþ êîòîðûõ ïîñòðîèëè ìíîãîóãîëüíèê, è îíè íàì äàäóò ïàðàìåòðû âñåìåéñòâå î÷åíü ïëîñêèõ ïîâåðõíîñòåé. Íå òàê î÷åâèäíî, ÷òî ýòî � ïîëíûéñïèñîê ïàðàìåòðîâ, ÷òî ýòî äåéñòâèòåëüíî ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû â ñîîòâåò-ñòâóþùåì ñåìåéñòâå ïëîñêèõ ïîâåðõíîñòåé. Òåì íå ìåíåå, ýòî òàê: åñëè ìû�èêñèðóåì ðîä, �èêñèðóåì êîíè÷åñêèå óãëû è ò.ä., òî ýòè âåêòîðû ëîêàëüíîñîñòàâÿò ïîëíûé íàáîð íåçàâèñèìûõ ïàðàìåòðîâ.Ïðè øåâåëåíèè ïîâåðõíîñòü îñòàíåòñÿ î÷åíü ïëîñêîé (òî åñòü ãîëîíîìèÿïëîñêîé ìåòðèêè îñòàíåòñÿ òðèâèàëüíîé), ïîòîìó ÷òî ìû äîãîâîðèëèñü øå-âåëèòü íàøè ïàðàìåòðû òàê, ÷òîáû ó ìíîãîóãîëüíèêà ñòîðîíû ïðîäîëæàëèîñòàâàòüñÿ ðàçáèòûìè íà ïàðû, ãäå â êàæäîé ïàðå ñòîðîíû ïàðàëëåëüíû èèìåþò îäèíàêîâóþ äëèíó. Ìû ìîæåì âçÿòü ñòî âåêòîðîâ, âçÿòü êàêóþ-òî õèò-ðóþ ïåðåñòàíîâêó èç ñòà ýëåìåíòîâ è ïîëó÷èòü îãðîìíîå êîëè÷åñòâî ðàçíûõêîíè÷åñêèõ îñîáåííîñòåé; âñ¼ çàâèñèò îò êîìáèíàòîðèêè íàøåãî ìíîãîóãîëüíè-êà. Â êîìïëåêñíî-àíàëèòè÷åñêîé òåðìèíîëîãèè ýòî ñîîòâåòñòâóåò òîìó, ÷òî ìûìîæåì âûáðàòü ãîëîìîð�íóþ 1-�îðìó íà ïîâåðõíîñòè âûñîêîãî ðîäà ñ áîëü-øèì êîëè÷åñòâîì ðàçíûõ íóëåé. Åäèíñòâåííîå óñëîâèå, êîòîðîå äîëæíî áûòüñîáëþäåíî: ñóììà ïîðÿäêîâ íóëåé ðàâíà 2g. Ñåìåéñòâî íàøèõ ïëîñêèõ ïîâåðõ-íîñòåé, êîãäà ìû �èêñèðîâàëè ðîä è �èêñèðîâàëè òèïû êîíè÷åñêèõ îñîáåííî-ñòåé, � ýòî ñåìåéñòâî ïàð ¾êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà è ãîëîìîð�íàÿ 1-�îðìà âýòîé êîìïëåêñíîé ñòðóêòóðå¿. Òàê ÷òî ñåìåéñòâî òàêèõ î÷åíü ïëîñêèõ ïîâåðõ-íîñòåé � ýòî òî æå ñàìîå, ÷òî ñòðàò â ïðîñòðàíñòâå ìîäóëåé ãîëîìîð�íûõ1-�îðì.Â êà÷åñòâå ïàðàìåòðîâ ìíîãîóãîëüíèêà ìû èñïîëüçîâàëè íàøè âåêòîðû:ñòîðîíû ~vi, ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ ìû ïîñòðîèëè ìíîãîóãîëüíèê. Ýòî áûëè ñâî-áîäíûå ïàðàìåòðû, íà íèõ íåò íèêàêèõ îãðàíè÷åíèé (ëîêàëüíûõ, äëÿ ìàëûõäå�îðìàöèé). Êàê èõ èíòåðïðåòèðîâàòü â òåðìèíàõ ãîëîìîð�íîé 1-�îðìû?Íàøà �îðìà â ïëîñêèõ êîîðäèíàòàõ � ýòî dz; è âåêòîð ~vi � ýòî èíòåãðàëîò dz ïî ñîîòâåòñòâóþùåìó ïóòè íà íàøåé ïîâåðõíîñòè ∫ pl

pk
ω =

∫

~vi
dz, åñëèìû äîãîâîðèìñÿ îòîæäåñòâëÿòü êîìïëåêñíûå ÷èñëà è äâóìåðíûå âåêòîðû. Àèíòåãðàë ïî ñîîòâåòñòâóþùåìó ïóòè (åñëè ýòîò ïóòü çàìêíóò) � ýòî ïðîñòî ïå-ðèîä íàøåé �îðìû (èíòåãðàë çàìêíóòîé 1-�îðìû ïî çàìêíóòîìó ïóòè). Åñëèïóòü íå çàìêíóò, à èäåò èç îäíîé êîíè÷åñêîé òî÷êè â äðóãóþ, òî èíòåãðàë äàåòîòíîñèòåëüíûé ïåðèîä. Âûáåðåì áàçèñ çàìêíóòûõ ïóòåé, à åùå áàçèñ ïóòåé,ñîåäèíÿþùèõ êîíè÷åñêèå òî÷êè. È òîãäà òàêîé îòíîñèòåëüíûé ïåðèîä � ýòîîäíà èç íàøèõ êîîðäèíàò. Òåì ñàìûì, êîîðäèíàòû â íàøåì ñåìåéñòâå, åñëèèíòåðïðåòèðîâàòü íàøè îáúåêòû êàê ïëîñêèå ïîâåðõíîñòè, � ýòî íàøè äâó-ìåðíûå âåêòîðû, êîòîðûå çàäàþò ðàçâåðòêó. À åñëè èñïîëüçîâàòü êîìïëåêñíî-àíàëèòè÷åñêèé ÿçûê, òî ýòî îòíîñèòåëüíûå ïåðèîäû ñîîòâåòñòâóþùåé çàìêíó-òîé �îðìû. Ýòî îäíî è òî æå.Ó íàñ ñîáðàëñÿ óæå öåëûé ãåîìåòðî-àíàëèòè÷åñêèé ñëîâàðü:



11�åîìåòðè÷åñêèé ÿçûê Êîìïëåêñíî-àíàëèòè÷åñêèé ÿçûêïëîñêàÿ ïîâåðõíîñòü (âêëþ÷àÿ êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà, íàäåëåííàÿâûáîð âåðòèêàëüíîãî íàïðàâëåíèÿ) ãîëîìîð�íîé 1-�îðìîé ωÏëîùàäü i
2

∫
ω ∧ ω̄ =ïîâåðõíîñòè = i

2

∑g
j=1

(AjB̄j − ĀjBj)êîíè÷åñêàÿ òî÷êà íóëü ïîðÿäêà dñ êîíè÷åñêèì óãëîì ãîëîìîð�íîé 1-�îðìû ω
2π(d+ 1) (â ëîêàëüíîé êîîðäèíàòå ω = wd dw)ñòîðîíà ~vj îòíîñèòåëüíûé ïåðèîä 1-�îðìû ωìíîãîóãîëüíèêà ∫ Pj+1

Pj
ω =

∫

~vj
dzñåìåéñòâî î÷åíü ïëîñêèõ ïîâåõíîñòåé ñòðàò H(d1, . . . , dn)ñ çàäàííûìè êîíè÷åñêèìè óãëàìè â ïðîñòðàíñòâå ìîäóëåé

2π(d1 + 1), . . . , 2π(dn + 1) ãîëîìîð�íûõ 1-�îðìëîêàëüíûå êîîðäèíàòû ëîêàëüíûå êîîðäèíàòûâ ýòîì ñåìåéñòâå: â ñòðàòå H(d1, . . . , dn):âåêòîðû ~vi, îòíîñèòåëüíûå ïåðèîäû ω âçàäàþùèå ìíîãîóãîëüíèê H1(S, {P1, . . . , Pn};C)1.3. Ïëîñêèå òîðû. Äàâàéòå ðàññìîòðèì ñàìîå ïðîñòîå ñåìåéñòâî ïëîñêèõïîâåðõíîñòåé, êîòîðîå, òåì íå ìåíåå, óæå äîñòàòî÷íî èíòåðåñíî: ñåìåéñòâîïëîñêèõ òîðîâ. Ïëîñêèé òîð ìîæíî ñêëåèòü èç ïðÿìîóãîëüíèêà èëè ïàðàë-ëåëîãðàììà; âûáèðàÿ ðàçíûå ïàðàëëåëîãðàììû, ìû ïîëó÷èì ðàçíûå ïëîñêèåìåòðèêè íà òîðå. Ïîñìîòðèì, êàê ìîæíî ïàðàìåòðèçîâàòü ýòè ïëîñêèå ìåòðè-êè. ×òîáû ïðîùå áûëî ðèñîâàòü êàðòèíêè, ÷òîáû ó íàñ áûëî ñàìîå ìàëîìåðíîåïðîñòðàíñòâî, êîòîðîå ìîæíî ïîëó÷èòü, äàâàéòå ðàññìàòðèâàòü òîðû ñ òî÷íî-ñòüþ äî ãîìîòåòèè. Ýòî òî æå ñàìîå, ÷òî, ñêàæåì, íîðìèðîâàòü ïëîùàäü òî-ðà íà åäèíèöó ïðè ïîìîùè ãîìîòåòèè. Èëè ìîæíî îòíîðìèðîâàòü ÷òî-íèáóäüäðóãîå; íàïðèìåð, ìîæíî îòíîðìèðîâàòü äëèíó ñàìîé êîðîòêîé çàìêíóòîé ãåî-äåçè÷åñêîé íà íàøåì ïëîñêîì òîðå.Ýòî âñ¼ ðàâíî, ÷òî ðàññìàòðèâàòü ãîëîìîð�íûå 1-�îðìû ñ òî÷íîñòüþ äîóìíîæåíèÿ íà ÷èñëî, äàæå ñ òî÷íîñòüþ äî óìíîæåíèÿ íà êîìïëåêñíîå ÷èñëî.Êîãäà ÿ óìíîæàþ �îðìó íà âåùåñòâåííîå ÷èñëî, ÿ ìåíÿþ ïëîùàäü ïîâåðõ-íîñòè. Óìíîæåíèå �îðìû íà êîìïëåêñíîå ÷èñëî ïî ìîäóëþ ðàâíîå åäèíèöåîòâå÷àåò ïîâîðîòó íàïðàâëåíèÿ ¾íà ñåâåð¿.Äîãîâîðèìñÿ î âðåìåííîì ñîãëàøåíèè: äî ñèõ ïîð ìû ðàáîòàëè ñ ïàðàìè¾ïëîñêàÿ ïîâåðõíîñòü ïëþñ íàïðàâëåíèå íà ñåâåð¿; ýòî òî æå ñàìîå, ÷òî êîì-ïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà ïëþñ âûáîð 1-�îðìû. Åñëè ìû òåïåðü çàõîòèì ðàáîòàòü ññàìèìè ìåòðèêàìè, çàáûâ íàïðàâëåíèå íà ñåâåð, òî ìû äîëæíû îòîæäåñòâëÿòü�îðìû, ïîëó÷åííûå îäíà èç äðóãîé óìíîæåíèåì íà eiφ. ß ïðåäëàãàþ âðåìåííîðàññìàòðèâàòü òîëüêî ìåòðèêó ñàìó ïî ñåáå. È åùå ÿ ïðåäëàãàþ íîðìèðîâàòüäëèíó ñàìîé êîðîòêîé çàìêíóòîé ãåîäåçè÷åñêîé íà òîðå íà åäèíèöó.



12 îêðåñòíîñòüêàñïà
�èñ. 7. Ïðîñòðàíñòâî ïëîñêèõ òîðîâÒîãäà, îòíîðìèðîâàâ íàøó ñàìóþ êîðîòêóþ ãåîäåçè÷åñêóþ íà åäèíèöó, ìûìîæåì ïîâåðíóòü íàøó ïîâåðõíîñòü òàê, ÷òîáû íàøà ãåîäåçè÷åñêàÿ ñòàëà ãî-ðèçîíòàëüíîé. Ïîñëå ýòîãî ìû ìîæåì íàéòè ñëåäóþùóþ ïî äëèíå çàìêíóòóþãåîäåçè÷åñêóþ è ðàçðåçàòü íàø òîð ïî ýòèì äâóì ãåîäåçè÷åñêèì. Îí ðàçðåæåò-ñÿ â ïàðàëëåëîãðàìì. Ñàìàÿ êîðîòêàÿ ãåîäåçè÷åñêàÿ íîðìèðîâàíà íà åäèíèöó,ìû åå ïîëîæèëè ãîðèçîíòàëüíî òàê, ÷òîáû îíà âûõîäèëà èç íà÷àëà êîîðäè-íàò. Âòîðóþ ãåîäåçè÷åñêóþ ìû êîíòðîëèðîâàòü íå ìîæåì. Ïðàâèëüíî âûáðàâîðèåíòàöèþ âòîðîé çàìêíóòîé ãåîäåçè÷åñêîé, ìû îòïðàâèì êîíöåâóþ òî÷êóñîîòâåòñòâóþùåãî åé âåêòîðà (âåðøèíó ïàðàëëåëîãðàììà) â âåðõíþþ ïîëó-ïëîñêîñòü. Ýòó òî÷êó ìû è âûáåðåì â êà÷åñòâå ïàðàìåòðà íàøåé ïîâåðõíîñòè.Ïî ïîñòðîåíèþ îíà äîëæíà áûòü âíå åäèíè÷íîãî êðóãà, è, îïÿòü æå, ïî ïî-ñòðîåíèþ îíà äîëæíà áûòü âíóòðè ïîëîñû − 1

2
≤ x ≤ 1

2
, ïîòîìó ÷òî, åñëè ìûâîçüìåì ïàðàëëåëîãðàìì ñëèøêîì íàêëîíåííûé, òî íà ñîîòâåòñòâóþùåì òî-ðå ìîæíî áóäåò íàéòè áîëåå êîðîòêóþ ãåîäåçè÷åñêóþ; òàê ÷òî ÿ âñåãäà ìîãóçàãíàòü âåêòîð, ïðåäñòàâëÿþùèé âòîðóþ ãåîäåçè÷åñêóþ, âíóòðü ýòîé ïîëîñû.Â ýòîé ïîëîñå ÿ äîëæåí îòîæäåñòâèòü äâå ñòîðîíû è îòîæäåñòâèòü äâå äóãè(ðèñ. 7), è ïîñëå ýòîãî íà ñîîòâåòñòâóþùåé ïîâåðõíîñòè ïîÿâÿòñÿ òðè îñîáûåòî÷êè. Îäíà îñîáàÿ òî÷êà � ýòî êàñï. Êàñï óõîäèò íà áåñêîíå÷íîñòü, òàì áó-äåò äûðêà. Êàñï îòâå÷àåò òîðàì, êîòîðûå ïûòàþòñÿ âûðîäèòüñÿ: îíè î÷åíü-î÷åíü äëèííûå, ó íèõ ñàìàÿ êîðîòêàÿ ãåîäåçè÷åñêàÿ êîðîòêàÿ, à ñëåäóþùèåóæå ñòðàøíî äëèííûå. Äâå îñòàâøèåñÿ îñîáûå òî÷êè îòâå÷àþò ïðàâèëüíîìóøåñòèóãîëüíèêó è êâàäðàòó; ó ñîîòâåòñòâóþùèõ äâóõ òîðîâ åñòü äîïîëíèòåëü-íûå ñèììåòðèè. Òàê ÷òî ìû ïîëó÷èëè ìîäóëÿðíóþ êðèâóþ.È êîíå÷íî, ýòî òî æå ñàìîå, ÷òî ïðîñòðàíñòâî ðåøåòîê. Ïëîñêèå òîðû � ýòîòî æå ñàìîå, ÷òî ðåøåòêè â R2. Òàê ÷òî ïîëó÷åííàÿ ìîäóëÿðíàÿ ïîâåðõíîñòü� ýòî SO(2,R)\ SL(2,R)/ SL(2,Z).1.4. Äåéñòâèå SL(2,R). Ñàìûå ïîñëåäíèå ñòðóêòóðû, î êîòîðûõ ÿ äîëæåíðàññêàçàòü � ýòî äåéñòâèå SL(2,R) íà ïëîñêèõ ïîâåðõíîñòÿõ è ìåðà â ïðî-ñòðàíñòâå ïëîñêèõ ïîâåðõíîñòåé, èíâàðèàíòíàÿ îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ.Äåéñòâèå ýòî ñîâåðøåííî íàèâíîå. Åñëè ó íàñ åñòü ïëîñêàÿ ïîâåðõíîñòü, òîìû ìîæåì ðàçðåçàòü åå, ñäåëàâ íåñêîëüêî ïðÿìîëèíåéíûõ ðàçðåçîâ, ðàçâåð-íóòü åå â ìíîãîóãîëüíèê è ¾ïîëîæèòü íà ñòîë¿. Ìû òåïåðü ñíîâà ïîìíèì, ãäåíàïðàâëåíèå íà ñåâåð, òàê ÷òî ìû çíàåì, êàê ïîëîæèòü ýòîò ìíîãîóãîëüíèê íà



13ñòîë ñ òî÷íîñòüþ äî ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà. À ïîòîì ìû ïðîñòî ïîäåéñòâóåìíà íàø ñòîë ëèíåéíûì ïðåîáðàçîâàíèåì è ïîëó÷èì íîâûé ìíîãîóãîëüíèê. Óíîâîãî ìíîãîóãîëüíèêà ñòîðîíû òîæå áóäóò ðàçáèòû íà ïàðû ïàðàëëåëüíûõñòîðîí îäèíàêîâîé äëèíû, ñì. ðèñ. 8. Ìû èõ ñíîâà ñêëåèì è ïîëó÷èì íîâóþïîâåðõíîñòü. Òî æå ñàìîå äåéñòâèå ìîæíî çàäàâàòü ëîêàëüíî: ìîæíî âûáðàòüàòëàñ, ïîêðûòü íàøó ïîâåðõíîñòü êàðòàìè, íà êàæäóþ êàðòó ïîäåéñòâîâàòüëèíåéíûì ïðåîáðàçîâàíèåì ëîêàëüíî � ïîëó÷èòñÿ òî æå ñàìîå. Èòàê, ó íàñâîçíèêëî äåéñòâèè ãðóïïû SL(2,R) íà ïðîñòðàíñòâå ïîâåðõíîñòåé.Òåïåðü ÿ äîëæåí ñêàçàòü, ÷òî òàêîå èíâàðèàíòíàÿ ìåðà µ1. ß ïðåäëàãàþ ðàñ-ñìîòðåòü ãèïåðïðîñòðàíñòâî â íàøåì ñåìåéñòâå ïëîñêèõ ïîâåðõíîñòåé, �èêñè-ðîâàâ ïëîùàäü íàøèõ ïîâåðõíîñòåé (íàïðèìåð, âûáðàâ åäèíè÷íóþ ïëîùàäü).Äåéñòâèå ãðóïïû SL(2,R) ïî ïîñòðîåíèþ ñîõðàíÿåò ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè, òåìñàìûì, ñîõðàíÿåò è íàøå ãèïåðïðîñòðàíñòâî.Â òåðìèíàõ êîîðäèíàò v1, v2, . . . (ïåðèîäîâ), ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ ìû ïî-ñòðîèëè ìíîãîóãîëüíèê, ìåðà â ïîëíîì ïðîñòðàíñòâå (äî òîãî, êàê ìû ñåëèíà ãèïåðïîâåðõíîñòè) � ýòî ïðîñòî ëåáåãîâà ìåðà, îòâå÷àþùàÿ �îðìå îáúåìà
dv1 ∧ dv2 ∧ . . . .Èëè, åñëè óãîäíî, âîñïîëüçîâàâøèñü àëüòåðíàòèâíûì îïèñàíèåì êîîðäèíàò,ìû ëîêàëüíî îòîæäåñòâèëè êàæäîå ñåìåéñòâî ïëîñêèõ ïîâåðõíîñòåé ñ îáëà-ñòüþ â êîãîìîëîãèÿõ. Â êîãîìîëîãèÿõ ìîæíî âçÿòü ëèíåéíûé ýëåìåíò îáúåìà(êîãîìîëîãèè � ýòî ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî). Åäèíñòâåííîå, ÷òî íóæíî ñêàçàòü:êàê åãî îòíîðìèðîâàòü. Íî â êîãîìîëîãèÿõ åñòü ðåøåòêà: ìû ìîæåì ðàññìîò-ðåòü êîãîìîëîãèè ñ êîý��èöèåíòàìè íå â C, êàê ìû äåëàëè, à êîãîìîëîãèèñ êîý��èöèåíòàìè â Z ⊕ iZ, è â íàøåì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå âîçíèêíåòðåøåòêà. À äàëüøå ìîæíî îáúÿâèòü, ÷òî ìû çíàåì, êàê òåïåðü íîðìèðîâàòüîáúåì â âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå: äîñòàòî÷íî îòíîðìèðîâàòü ýëåìåíò îáúåìàòàê, ÷òîáû ÿ÷åéêà íàøåé ðåøåòêè èìåëà åäèíè÷íûé îáúåì.Èíäóöèðîâàííàÿ ìåðà íà ãèïåðïðîñòðàíñòâå ïëîñêèõ ïîâåðõíîñòåé åäèíè÷-íîé ïëîùàäè îïðåäåëÿåòñÿ òàê æå, êàê èíäóöèðîâàííàÿ ìåðà íà åäèíè÷íîéñ�åðå â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå.Òåîðåìà 1 (H. Masur, W. A. Veeh). Äëÿ ëþáîãî ñåìåéñòâà ïëîñêèõ ïîâåðõ-íîñòåé, ó êîòîðûõ ìû �èêñèðîâàëè òèïû êîíè÷åñêèõ îñîáåííîñòåé (è, êàêñëåäñòâèå, ðîä), ïîëíàÿ ìåðà ãèïåðïðîñòðàíñòâà ïëîñêèõ ïîâåðõíîñòåé åäè-íè÷íîé ïëîùàäè êîíå÷íà.Îáà äåéñòâèÿ (è SL(2,R), è åå äèàãîíàëüíîé ïîäãðóïïû) ýðãîäè÷íû íà êàæ-äîé ñâÿçíîé êîìïîíåíòå êàæäîãî òàêîãî ãèïåðïðîñòðàíñòâà ïëîñêèõ ïîâåðõ-íîñòåé.ß äîëæåí ïðîêîììåíòèðîâàòü ýòó òåîðåìó. �àññìîòðèì ïàðó ïëîñêèõ ïî-âåðõíîñòåé, æèâóùèõ â îäíîì ïðîñòðàíñòâå. Íàïðèìåð, è âîñüìèóãîëüíèê, êàêíà ëåâîé ñòîðîíå ðèñóíêà 8, è ïðàâèëüíûé âîñüìèóãîëüíèê çàäàþò ïëîñêèåïîâåðõíîñòè ðîäà äâà ñ îäíîé êîíè÷åñêîé òî÷êîé. Òåîðåìà Ìýéçóðà è Âè÷àóòâåðæäàåò, ÷òî äåéñòâèå äèàãîíàëüíîé ïîäãðóïïû ýðãîäè÷íî. À êàê äåéñòâó-åò äèàãîíàëüíàÿ ïîäãðóïïà? Îíà ñæèìàåò íàø ìíîãîóãîëüíèê â âåðòèêàëüíîìíàïðàâëåíèè è ðàñòÿãèâàåò â ãîðèçîíòàëüíîì (èëè íàîáîðîò). �àññìîòðèì ìíî-ãîóãîëüíèê êàê íà ëåâîé ñòîðîíå ðèñóíêà 8. Ñïðàøèâàåòñÿ, êàê æå ýòî òàê?×òî æå ýòî, ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ñæèìàÿ åãî â âåðòèêàëüíîì íàïðàâëåíèè è ðàñ-òÿãèâàÿ â ãîðèçîíòàëüíîì, ìû ìîæåì ñêîëü óãîäíî áëèçêî ïðèáëèçèòü åãî êïðàâèëüíîìó âîñüìèóãîëüíèêó? Çâó÷èò àáñóðäíî. Ê ñ÷àñòüþ, òåîðåìà áûëà
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�èñ. 8. Äå�îðìàöèÿ ïëîñêîé ïîâåðõíîñòè ïîä äåéñòâèåì ïîòîêàñ�îðìóëèðîâàíà íå äëÿ ìíîãîóãîëüíèêîâ, à äëÿ ïîâåðõíîñòåé. À ïîâåðõíîñòüìîæíî ðàçðåçàòü â ìíîãîóãîëüíèê áåñ÷èñëåííûì êîëè÷åñòâîì ñïîñîáîâ. È òå-ïåðü óòâåðæäåíèå òåîðåìû óæå ïåðåñòàåò áûòü òàêèì íåïðàâäîïîäîáíûì: ÿíå òîëüêî ñæèìàþ è ðàñòÿãèâàþ, à ÿ åùå áåðó íîæíèöû è ðåãóëÿðíî ÷òî-òîðåæó, êëåþ, ðåæó, êëåþ. (Çàìåòèì: ïðè ïåðåêëåéêå ÿ èñïîëüçóþ òîëüêî ïà-ðàëëåëüíûå ïåðåíîñû!) È òàê ÿ ìîãó ïåðåãíàòü ïî÷òè ëþáîé ìíîãîóãîëüíèêñêîëü óãîäíî áëèçêî ê ëþáîìó äðóãîìó (ïðè óñëîâèè, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèåïîâåðõíîñòè æèâóò â îäíîì ñåìåéñòâå).1.5. Çàìûêàíèÿ îðáèò. Ïîñëå âñåé ýòîé äëèòåëüíîé ïîäãîòîâêè ÿ íàêîíåöìîãó ñ�îðìóëèðîâàòü îáùèé ïðèíöèï, ê êîòîðîìó ÿ òàê îáñòîÿòåëüíî ïîäáè-ðàëñÿ. Ïðåäñòàâüòå ñåáå, ÷òî âàñ èíòåðåñóåò êîíêðåòíàÿ ïëîñêàÿ ïîâåðõíîñòüè ãåîäåçè÷åñêèé ïîòîê íà ýòîé ïëîñêîé ïîâåðõíîñòè. Âû õîòèòå óçíàòü âñ¼ïðî ïðÿìîëèíåéíûé ïîòîê â çàäàííîì íàïðàâëåíèè íà çàäàííîé ïîâåðõíî-ñòè. Ïðåäëàãàåòñÿ ñäåëàòü âîò ÷òî: âìåñòî òîãî, ÷òîáû ðàáîòàòü ñ ýòîé èí-äèâèäóàëüíîé ïëîñêîé ïîâåðõíîñòüþ, ðàññìîòðèì ñîîòâåòñòâóþùóþ òî÷êó âïðîñòðàíñòâå ïëîñêèõ ïîâåðõíîñòåé, òî åñòü òî÷êó â ïðîñòðàíñòâå ìîäóëåé. Èäàëüøå íàïóñòèì íà ýòó òî÷êó ãðóïïó GL(2,R) (íà ýòîò ðàç ïëîùàäü íå �èêñè-ðîâàíà); ïîëó÷èì êàêóþ-òî îðáèòó. Âîçüìåì çàìûêàíèå ýòîé îðáèòû. Îáùèéïðèíöèï çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî óæå ìíîãî ðàç çíàíèå î òîì, êàê óñòðîåíîçàìûêàíèå, äàëî èñêëþ÷èòåëüíî ïðîäâèíóòóþ èí�îðìàöèþ î ñâîéñòâàõ èí-äèâèäóàëüíîé ïëîñêîé ïîâåðõíîñòè, ñ êîòîðîé ìû ñòàðòîâàëè. À ãèïîòåçà çà-êëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî çàìûêàíèå ëþáîé îðáèòû ãðóïïû GL(2,R) � ýòî ïî÷òè÷òî êîìïëåêñíîå ïîäìíîãîîáðàçèå. Íó, ÷óòü õóæå, ïîòîìó ÷òî âñ¼ æå ìû âèäå-ëè, ÷òî çäåñü âñòðå÷àþòñÿ âìåñòî ìíîãîîáðàçèé îðáè�îëäû; íî òîëüêî çà ñ÷åòýòîãî. Åñëè ýòà ãèïîòåçà âåðíà, òî äàëüøå íà÷èíàåò ðàáîòàòü ñëåäóþùàÿ òåî-ðåìà Êîíöåâè÷à: ëþáîå êîìïëåêñíîå GL(2,R)-èíâàðèàíòíîå ïîäìíîãîîáðàçèåâ êîãîìîëîãè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ (â êîîðäèíàòàõ èç ïåðèîäîâ) âûãëÿäèò êàêà��èííîå ïîäïðîñòðàíñòâî.Òóò ÿ äîëæåí îáúÿñíèòü, íàñêîëüêî ó íàñ âîëøåáíàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà.�àññìîòðèì êàêóþ-íèáóäü ïðîèçâîëüíóþ äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó, õîòÿ áû òîòæå ãåîäåçè÷åñêèé ïîòîê íà ïîâåðõíîñòè ïîñòîÿííîé îòðèöàòåëüíîé êðèâèçíû,íî, ñêàæåì, ñ êàñïàìè. È âîçüìåì êàêóþ-íèáóäü ãåîäåçè÷åñêóþ; ïîñìîòðèì,êàê îíà âüåòñÿ. Â ïðîñòðàíñòâå åäèíè÷íûõ ýëåìåíòîâ âîçüìåì çàìûêàíèå âû-áðàííîé ãèïåðáîëè÷åñêîé ãåîäåçè÷åñêîé. Îíî ìîæåò îêàçàòüñÿ ñêîëü óãîäíî



15ñòðàøíûì ìíîæåñòâîì: ïðîìåæóòî÷íîé õàóñäîð�îâîé ðàçìåðíîñòè è ò.ä.; âîáùåì, îòäåëüíûå îðáèòû âåäóò ñåáÿ ñêîëü óãîäíî ñëîæíî, è îïèñàòü çîîïàðêñîîòâåòñòâóþùèõ çàìûêàíèé ñîâåðøåííî íåâîçìîæíî. Òàê ÷òî, â íåêîòîðîìñìûñëå, íàøà äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà � ÷óäî; â îáû÷íûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòå-ìàõ òàêîãî íå áûâàåò: ÷òîáû âçÿëè çàìûêàíèå ëþáîé îðáèòû, íå ïî÷òè ëþáîé,à ëþáîé îðáèòû, è îíî îêàçàëîñü èñêëþ÷èòåëüíî ñèìïàòè÷íûì. Ïîæàëóé, ÿçíàþ òîëüêî îäèí êëàññ ïðèìåðîâ: ýòî îäíîðîäíûå ïðîñòðàíñòâà è äåéñòâèåóíèïîòåíòíûõ ïîäãðóïï íà îäíîðîäíûõ ïðîñòðàíñòâàõ; âîò òàì çàìûêàíèå âñåõîðáèò ìîæíî ïåðå÷èñëèòü (ýòî òåîðåìû �àòíåð è Ìàðãóëèñà). �èïîòåçà çà-êëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî çäåñü æèçíü óñòðîåíà òî÷íî òàê æå; õîòÿ èçâåñòíî, ÷òîïðîñòðàíñòâà ìîäóëåé íå ÿâëÿþòñÿ îäíîðîäíûìè ïðîñòðàíñòâàìè.�èïîòåçà î òîì, ÷òî çàìûêàíèå ëþáîé îðáèòû � ýòî êîìïëåêñíîå ïîäìíîãî-îáðàçèå, ñîâñåì íåäàâíî äîêàçàíà Ìàê Ìàëëåíîì (C. MMullen) â ðîäå äâà, èâñå îðáèòû êëàññè�èöèðîâàíû. Â íåêîòîðîì ñìûñëå èçâåñòåí ñïèñîê îðáèò; óíèõ ó âñåõ åñòü èìåíà, èõ ìîæíî ðàçëè÷èòü, îíè âñå ïîèìåííî èçâåñòíû. Ñèòó-àöèÿ ñîâåðøåííî óíèêàëüíàÿ â äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåìàõ: âñå îðáèòû èçâåñòíû.ß ïðèâåäó äâà ïðèìåðà òîãî, êàê ðàáîòàåò ïðåäëîæåííûé îáùèé ïðèíöèï.Äëÿ èëëþñòðàöèè ÿ âûäåðíóë (áîëåå èëè ìåíåå ñëó÷àéíî) äâå òåîðåìû, êîòî-ðûå ñâèäåòåëüñòâóþò â ïîëüçó ýòîé îáùåé �èëîñî�èè. Íà ñàìîì äåëå òàêèõñâèäåòåëüñòâ ãîðàçäî áîëüøå.Ïåðâûé ïðèìåð ÿ õî÷ó ñíà÷àëà ïðîêîììåíòèðîâàòü. Íà òîðå, åñëè ìû âû-ïóñòèì îáìîòêó, ëèáî ýòî áóäåò èððàöèîíàëüíàÿ îáìîòêà, è òîãäà ïîòîê â âû-áðàííîì íàïðàâëåíèè çàìå÷àòåëüíûì îáðàçîì ýðãîäè÷åí, ëèáî îáìîòêà áóäåòðàöèîíàëüíîé, è òîãäà âåñü íàø òîð ðàçîáüåòñÿ íà îãðîìíîå êîëè÷åñòâî çà-ìêíóòûõ òðàåêòîðèé, è âñ¼ ìàêñèìàëüíî íå ýðãîäè÷íî. Óæå íà ïîâåðõíîñòèðîäà äâà æèçíü áûâàåò ãîðàçäî áîëåå ñëîæíîé. À èìåííî, õîòü è ðåäêî, íîáûâàåò òàê, ÷òî âñå íåîñîáûå òðàåêòîðèè, èäóùèå â îäíîì íàïðàâëåíèè, ïëîò-íû íà ïîâåðõíîñòè, è, òåì íå ìåíåå, ïîâåðõíîñòü ðîäà äâà ìîæíî ðàçáèòü,ñêàæåì, íà äâà òîðà, ñêëååííûõ ïî äûðêå, òàê ÷òî îäíè òðàåêòîðèè ïðåäïî÷è-òàþò æèòü íà îäíîì òîðå, à äðóãèå òðàåêòîðèè ïðåäïî÷èòàþò æèòü íà äðóãîì.Òî, ÷òî êàæäàÿ îáìîòêà âñþäó ïëîòíà, òåïåðü óæå íå îçíà÷àåò, ÷òî îáìîòêèðàâíîìåðíî íàêðó÷èâàþòñÿ íà íàøó ïîâåðõíîñòü: ïîòîê ìîæåò îêàçàòüñÿ íåýðãîäè÷íûì îòíîñèòåëüíî îáû÷íîé ìåðû Ëåáåãà íà ïîâåðõîñòè. (Òàì åñòü äâåðàçíûå ýðãîäè÷åñêèå ìåðû, êîòîðûå íå âèäÿò äðóã äðóãà).Ìû äîãîâîðèëèñü, ÷òî íà íàøåé ïëîñêîé ïîâåðõíîñòè âûáðàíî âåðòèêàëüíîåíàïðàâëåíèå. Åñëè íóæíî, ìû âñåãäà ìîæåì ïîâåðíóòü ïîâåðõíîñòü òàê, ÷òîáûíóæíîå íàïðàâëåíèå ñòàëî âåðòèêàëüíûì. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîéïëîñêîé ïîâåðõíîñòè ïîòîê â âåðòèêàëüíîì íàïðàâëåíèè íå ñòðîãî ýðãîäè÷åí,òî åñòü íàõîäèòñÿ â òîëüêî ÷òî îïèñàííîé ïàòîëîãè÷åñêîé ñèòóàöèè. Ïåðâàÿòåîðåìà, êîòîðóþ ÿ âûáðàë, ÷òîáû ïðîèëëþñòðèðîâàòü îáùèé ïðèíöèï, óòâåð-æäàåò, ÷òî òîãäà è ñîîòâåòñòâóþùàÿ îðáèòà äèàãîíàëüíîé ïîäãðóïïû âåäåòñåáÿ ñëåäóþùèì î÷åíü ñïåöèàëüíûì îáðàçîì.�àññìîòðèì ñîîòâåòñòâóþùóþ òî÷êó â ïðîñòðàíñòâå ìîäóëåé è âûïóñòèìîðáèòó äèàãîíàëüíîé ïîäãðóïïû. Ìýéçóð (H. Masur) äîêàçàë, ÷òî êàêîå áû ìûíè âûáðàëè êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî, îðáèòà, âûïóùåííàÿ èç òàêîé ñïåöèàëüíîéòî÷êè, ðàíî èëè ïîçäíî èç ýòîãî êîìïàêòíîãî ìíîæåñòâà óéäåò è íèêîãäà íå



16âåðíåòñÿ. Çàìåòèì, ÷òî îáû÷íî îðáèòû âîçâðàùàþòñÿ: òàê êàê äåéñòâèå äèà-ãîíàëüíîé ïîäãðóïïû ýðãîäè÷íî, òî îðáèòû, âûïóùåííûå èç ïî÷òè âñåõ òî÷åê,áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ðàç âîçâðàùàþòñÿ â ëþáîå ïîäìíîæåñòâî íåíóëåâîé ìåðû.Ïðîñòðàíñòâà ìîäóëåé âñåãäà íåêîìïàêòíû, ó íèõ åñòü ÷òî-òî âðîäå êàñïîâ,êàê äëÿ ïðîñòðàíñòâà ìîäóëåé òîðîâ. Òåîðåìà Ìýéçóðà íà ñàìîì äåëå ñèëüíåå,÷åì ÿ ñ�îðìóëèðîâàë. À èìåííî, äàæå ïðîåêöèÿ òàêîé ñïåöèàëüíîé îðáèòû íàïðîñòðàíñòâî ìîäóëåé êðèâûõ óõîäèò íà áåñêîíå÷íîñòü è íå âîçâðàùàåòñÿ: íåòîëüêî ïëîñêàÿ, íî äàæå è ïîäëåæàùàÿ ãèïåðáîëè÷åñêàÿ ìåòðèêà ñòàíîâèòñÿâñå áîëåå è áîëåå âûðîæäåííîé: íà ïîâåðõíîñòè âîçíèêàþò êîðîòêèå çàìêíóòûåãåîäåçè÷åñêèå.Îòìåòèì, ÷òî óõîä íà áåñêîíå÷íîñòü äëÿ òàêèõ îðáèò ïðîèñõîäèò äîâîëüíîíåáàíàëüíî. Ïðîñòîé ñïîñîá óõîäà â êàñï òàêîé: åñëè íà ïëîñêîé ïîâåðõíîñòèåñòü âåðòèêàëüíàÿ çàìêíóòàÿ òðàåêòîðèÿ, è ìû ê òàêîé ïîâåðõíîñòè ïðèìåíèìíàø ïîòîê, òî îí íà÷íåò óêîðà÷èâàòü íàøó çàìêíóòóþ òðàåêòîðèþ. Êîíå÷íî,îíà ñîæìåòñÿ, è ïëîñêàÿ ïîâåðõíîñòü ïðè ýòîì âûðîäèòñÿ. Ýòî ñàìûé ïðîñòîéñïîñîá óõîäà íà áåñêîíå÷íîñòü: òàê æå, êàê ýòî ïðîèñõîäèò íà ìîäóëÿðíîéïîâåðõíîñòè, îðáèòà ìîæåò óãîäèòü ïðÿìûì õîäîì â êàñï. Îêàçûâàåòñÿ, îïè-ñàííûå âûøå îðáèòû äèàãîíàëüíîé ïîäãóïïû óõîäÿò íà áåñêîíå÷íîñòü áîëååèçîùðåííûì ñïîñîáîì. Îí âûãëÿäèò òàê: íà ïîâåðõíîñòè âîçíèêàåò êîðîòêàÿãåîäåçè÷åñêàÿ, êîòîðàÿ ÷åðåç íåêîòîðîå âðåìÿ íà÷èíàåò ðàñøèðÿòüñÿ, íî â ýòîòìîìåíò ïîÿâëÿåòñÿ äðóãàÿ êîðîòêàÿ ãåîäåçè÷åñêàÿ; è êîãäà òà íà÷èíàåò ðàñ-øèðÿòüñÿ, ïîÿâëÿåòñÿ òðåòüÿ è ò.ä.; â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè íà ïîâåðõíîñòèåñòü âñ¼ áîëåå è áîëåå êîðîòêàÿ ãåîäåçè÷åñêàÿ.Òåïåðü âòîðàÿ òåîðåìà, èëëþñòðèðóþùàÿ îáùèé ïðèíöèï. Ïðåäñòàâüòå ñå-áå, ÷òî îðáèòà GL(2,R) óæå çàìêíóòà; íå íóæíî ïåðåõîäèòü ê çàìûêàíèþ, îíàóæå çàìêíóòà. ß íå ãîâîðþ, ÷òî îíà êîìïàêòíà (ó íàñ íåêîìïàêòíîå ïðîñòðàí-ñòâî), íî îíà çàìêíóòà â ýòîì ïðîñòðàíñòâå. Òàê âîò, åñëè îðáèòà ó ïëîñêîéïîâåðõíîñòè çàìêíóòà, òî ýòà ïëîñêàÿ ïîâåðõíîñòü â íåêîòîðîì ñìûñëå ïîëíî-ñòüþ èìèòèðóåò òîð. À èìåííî, Âè÷ è Ñìàéëè (W. Veeh, J. Smillie) äîêàçàëè,÷òî åñëè îòïðàâèòü ïîòîê â ëþáîì çàäàííîì íàïðàâëåíèè, òî ëèáî âåñü ïîòîêðàçîáüåòñÿ íà çàìêíóòûå òðàåêòîðèè, ëèáî îí áóäåò ñòðîãî ýðãîäè÷íûì, êàêíà òîðå.Åñëè ìû âçÿëè ñîîòâåòñòâóþùóþ òî÷êó ïðîñòðàíñòâà ìîäóëåé, ïîäåéñòâîâà-ëè íà íåå ãðóïïîé GL(2,R), è îðáèòà îêàçàëàñü çàìêíóòîé, òî ýòî â íåêîòîðîìñìûñëå ýêñòðåìàëüíî íåòèïè÷íûé ñëó÷àé, ïîòîìó ÷òî îáû÷íî îðáèòà âñþäóïëîòíà â ýòîì ïðîñòðàíñòâå, ó íàñ åñòü ýðãîäè÷íîñòü. À çäåñü íàîáîðîò: îíàçàìêíóëàñü. Òàê âîò, òîãäà íàøà ïëîñêàÿ ïîâåðõíîñòü òîæå î÷åíü ñïåöèàëüíàÿâ òàêîì ñìûñëå: ëþáîé ïðÿìîëèíåéíûé ïîòîê íà ýòîé ïëîñêîé ïîâåðõíîñòè(ïðÿìîëèíåéíûé ïîòîê â ëþáîì íàïðàâëåíèè) óñòðîåí, â íåêîòîðîì ñìûñëå,òàê æå, êàê íà òîðå.1.6. Àñèìïòîòè÷åñêèé öèêë. ß îáåùàë ðàññêàçàòü î ãåîäåçè÷åñêèõ íà î÷åíüïëîñêèõ ïîâåðõíîñòÿõ. Ìîæíî èçó÷àòü ãåîäåçè÷åñêèå îáùåãî ïîëîæåíèÿ, ìîæ-íî èññëåäîâàòü çàìêíóòûå ãåîäåçè÷åñêèå; ñåé÷àñ ÿ ïðåäëàãàþ ðàññìîòðåòü ãåî-äåçè÷åñêèå îáùåãî ïîëîæåíèÿ. Îíè íàïîìèíàþò èððàöèîíàëüíûå îáìîòêè òî-ðà. Åñëè íà÷àòü, ñêàæåì, ñ íàøåãî ìîäåëüíîãî ïðèìåðà òîðà è èððàöèîíàëü-íîé îáìîòêè íà íåì, òî ìîæíî âçÿòü êîíå÷íûé êóñîê ãåîäåçè÷åñêîé, çàìêíóòüêîíöû è ïîëó÷èòü öèêë â ãîìîëîãèÿõ. Çàïîìíèì, êàêîé öèêë ìû ïîëó÷èëè è



17ïðîäîëæèì ïîñòðîåíèå: âîçüìåì êóñîê ãåîäåçè÷åñêîé äëèííåå ïåðâîãî � ïî-ëó÷èì ñëåäóþùèé öèêë. Îäèí èç ñïîñîáîâ çàìûêàòü êîíöû âûãëÿäèò òàê: äî-ñòàòî÷íî âûáðàòü òðàíñâåðñàëü ê ïîòîêó â íàøåì íàïðàâëåíèè è êàæäûé ðàç,êîãäà òðàåêòîðèÿ âîçâðàùàåòñÿ íà ýòó òðàíñâåðñàëü, çàìûêàòü êîíöû âäîëüòðàíñâåðñàëè. Â äàííîì ñëó÷àå ÿ îòîæäåñòâëÿþ ãîìîëîãèè òîðà ñ äâóìåðíîéïëîñêîñòüþ � óíèâåðñàëüíûì íàêðûòèåì òîðà. Ïîëó÷èòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüöåëî÷èñëåííûõ âåêòîðîâ c(n) â ýòîé ïëîñêîñòè. È ýòè öåëî÷èñëåííûå âåêòîðûâûòÿãèâàþòñÿ âäîëü îäíîãî è òîãî æå íàïðàâëåíèÿ. Áîëåå òîãî, ñóùåñòâóåòïðåäåë
c = lim

n→∞

1

n
c(n) ∈ H1(T

2;R) ,êîòîðûé íàçûâàåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèì öèêëîì.Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ î÷åíü ïëîñêèõ ïîâåðõíîñòåé áîëåå âûñîêîãî ðîäà òà-êîé ïðåäåë òîæå åñòü. Ýòî ñëåäñòâèå òåîðåìû Êåðêõî��à�Ìýéçóðà�Ñìàéëè(S. Kerkho�, H. Masur, J. Smillie). Äëÿ êàæäîé î÷åíü ïëîñêîé ïîâåðõíîñòè èäëÿ ïî÷òè ëþáîãî íàïðàâëåíèÿ íà íåé ñóùåñòâóåò ýòîò ñàìûé àñèìïòîòè÷å-ñêèé öèêë. Ïðîñòðàíñòâî ãîìîëîãèé ó íàñ òåïåðü ìíîãîìåðíîå. Äëÿ òîðà îíîáûëî äâóìåðíûì, à äëÿ ïîâåðõíîñòè ðîäà g ãîìîëîãèè îáðàçóþò 2g-ìåðíîåïðîñòðàíñòâî. Â ýòîì 2g-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå âîçíèêàåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòüâåêòîðîâ, è îíè âûòÿãèâàþòñÿ â îäíîì è òîì æå íàïðàâëåíèè. Îòìåòèì îäíàêî,÷òî òî, ÷òî âåêòîðû âûòÿãèâàþòñÿ â îäíîì è òîì æå íàïðàâëåíèè, íå îçíà÷àåò,÷òî êîíöû ýòèõ âåêòîðîâ äîëæíû áûòü íà îãðàíè÷åííîì ðàññòîÿíèè îò ñîîò-âåòñòâóþùåé ïðÿìîé; íåò, îíè ìîãóò áûòü äîâîëüíî äàëåêî, íî åñëè çàìåðèòüóãîë, òî îí ñòðåìèòñÿ ê íóëþ.Äàâàéòå ïîñìîòðèì, êàê íàøè âåêòîðû ìîãóò îòêëîíÿòüñÿ îò àñèìïòîòè÷å-ñêîãî íàïðàâëåíèÿ. ×òîáû ïîñìîòðåòü, êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåêòîðîâ îò-êëîíÿåòñÿ îò àñèìïòîòè÷åñêîãî íàïðàâëåíèÿ, äîñòàòî÷íî ïîñòàâèòü â íàøåììíîãîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ýêðàí, îðòîãîíàëüíûé ýòîìó àñèìïòîòè÷åñêîìó íà-ïðàâëåíèþ, è âñ¼ ñïðîåêòèðîâàòü íà ýòîò ýêðàí. ß ïðåäïîëàãàþ, ÷òî ìû íà-õîäèìñÿ â òèïè÷íîé, òî åñòü, â ýðãîäè÷íîé ñèòóàöèè. Òîãäà àñèìïòîòè÷åñêîåíàïðàâëåíèå ñóùåñòâóåò. È âîîáùå, ÿ ñ÷èòàþ, ÷òî ÿ âçÿë âñ¼ ñëó÷àéíûì îáðà-çîì.Òàê âîò, åñëè ïîñòàâèòü ýêðàí, îðòîãîíàëüíûé àñèìïòîòè÷åñêîìó íàïðàâëå-íèþ, è ñïðîåêòèðîâàòü âñ¼ íà ýòîò ýêðàí, òî âìåñòî òîãî, ÷òîáû óâèäåòü íåêîåøàðîâîå îáëàêî, êîòîðîå ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ áîëåå èëè ìåíåå ðàâíîìåðíî âî âñåõíàïðàâëåíèÿõ, ìû óâèäèì îáðàçîâàíèå, êîòîðîå ñàäèòñÿ, ïî ñóùåñòâó, íà ïðÿ-ìóþ: âñå òî÷êè íà ýêðàíå êàê íà ðèñ. 9 ñÿäóò, ïî ñóùåñòâó, íà îäíó ïðÿìóþ.Äàëüøå ìû ìîæåì ïîìåðèòü óêëîíåíèå îò ýòîé àñèìïòîòè÷åñêîé ïëîñêî-ñòè è ò.ä. Â ðåçóëüòàòå ìû ïîñëåäîâàòåëüíî îáíàðóæèì öåëîå ñåìåéñòâî ïîä-ïðîñòðàíñòâ, êîòîðîå îòâå÷àåò çà óêëîíåíèå. È åñëè äëèíà âåêòîðà ðàâíà l,òî óêëîíåíèå â äâóìåðíîì ïîäïðîñòðàíñòâå îãðàíè÷åíî l â íåêîòîðîé ñòåïåíè
ν2, ìåíüøåé 1, óêëîíåíèå îò äâóìåðíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà â òðåõìåðíîì îãðà-íè÷åíî l â åùå ìåíüøåé ñòåïåíè ν3 è ò.ä. È òàê áóäåò èäòè äî ïîëîâèííîéðàçìåðíîñòè. À äàëüøå ïîÿâèòñÿ íåêîå ïîäïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè g â íà-øåì 2g-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, êîòîðîå áóäåò ëàãðàíæåâûì â ñìûñëå �îðìûïåðåñå÷åíèÿ â ãîìîëîãèÿõ; è óêëîíåíèå îò ýòîãî g-ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà óæåðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíî. �àâíîìåðíî ïî âûáîðó íà÷àëüíîé òî÷êè è ðàâíîìåðíîîòíîñèòåëüíî âûáîðà ãåîäåçè÷åñêîé (ðèñ. 9).
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cN

‖cN‖ν2

‖cN‖ν3

H1(M ;R) ≃ R2g

x1

x2

x3

x4

x5

x2g Àñèìïòîòè÷åñêàÿïëîñêîñòü L2

Íàïðàâëåíèå àñèìïòî-òè÷åñêîãî öèêëàM2

g

�èñ. 9. Àñèìïòîòè÷åñêèé �ëàãÒî÷íàÿ òåîðåìà âûãëÿäèò âîò êàê. Èìååòñÿ òàêîé �ëàã ïîäïðîñòðàíñòâ L1 ⊂
L2 ⊂ · · · ⊂ Lg ⊂ H1(S;R), ÷òî óêëîíåíèå îò ïðîñòðàíñòâà Lj âûãëÿäèò êàêäëèíà n-ãî âåêòîðà â íåêîòîðîé ñòåïåíè, ìåíüøåé 1. È ýòè ñòåïåíè, íà ñàìîìäåëå, îäíè è òå æå äëÿ ïî÷òè âñåõ ïëîñêèõ ïîâåðõíîñòåé â íàøåì �èêñèðî-âàííîì ñåìåéñòâå. Áîëåå òîãî, ýòè ñòåïåíè νj îòâå÷àþò ïîêàçàòåëÿì Ëÿïóíîâàòåéõìþëëåðîâà ãåîäåçè÷åñêîãî ïîòîêà íà ñîîòâåòñòâóþùåì ñòðàòå. Òåéõìþë-ëåðîâ ãåîäåçè÷åñêèé ïîòîê � ýòî ïîòîê, çàäàííûé äèàãîíàëüíîé ïîäãðóïïîé â
SL(2,R). ß íå õî÷ó óïîìèíàòü òåéõìþëëåðîâó ìåòðèêó, ìîæíî ïðîñòî ñ÷èòàòü,÷òî ýòîò ïîòîê çàäàí äèàãîíàëüíîé ïîäãðóïïîé. (Âñïîìíèì, ÷òî äèàãîíàëüíàÿïîäãðóïïà ñæèìàåò ïëîñêóþ ïîâåðõíîñòü â âåðòèêàëüíîì íàïðàâëåíèè è ðàñ-òÿãèâàåò â ãîðèçîíòàëüíîì.)Ýòà òåîðåìà ïðèîáðåëà ìàêñèìàëüíî ñèëüíóþ �îðìó ñîâñåì íåäàâíî. Èñ-õîäíî ÿ äîêàçàë åå â ïðåäïîëîæåíèÿõ, ÷òî ïîêàçàòåëè Ëÿïóíîâà âñå ðàçíûå,è ÷òî ñàìûé ìàëåíüêèé ïîêàçàòåëü Ëÿïóíîâà νg ñòðîãî áîëüøå 0. Òî, ÷òîñàìûé ìàëåíüêèé ïîêàçàòåëü Ëÿïóíîâà νg ñòðîãî áîëüøå íóëÿ, áûëî äîêà-çàíî Ôîðíè (G. Forni) íåñêîëüêî ëåò íàçàä. À òî, ÷òî îíè âñå ðàçíûå, áûëîàíîíñèðîâàíî Àâèëîé è Âèàíîé (A. Avila, M. Viana) íåñêîëüêî íåäåëü íàçàä:
ν2 > ν3 > · · · > νg > 0.1.7. Îòîáðàæåíèå ïåðâîãî âîçâðàùåíèÿ, ïåðåêëàäûâàíèå îòðåçêîâ.Ìû çàìûêàëè êóñêè òðàåêòîðèè, ÷òîáû ïîëó÷èòü öèêëû, èñïîëüçóÿ íåêîòîðóþòðàíñâåðñàëü íà ïîâåðõíîñòè. Äàâàéòå ïîñìîòðèì áîëåå âíèìàòåëüíî íà òî,êàê ïîòîê âîçâðàùàåòñÿ íà òðàíñâåðñàëü. Äëÿ íà÷àëà âîçüìåì ñíîâà ìîäåëü-íûé ïðèìåð òîðà è â êà÷åñòâå òðàíñâåðñàëè âîçüìåì ìåðèäèàí. Ïîñìîòðèì,êàê ïîòîê â êàêîì-òî íàïðàâëåíèè, îáû÷íûé èððàöèîíàëüíûé ïîòîê, âîçâðà-ùàåòñÿ íà ìåðèäèàí. Ýòî ïðîñòî ïîâîðîò îêðóæíîñòè (ðèñ. 10).Âîçüìåì òåïåðü âìåñòî ìåðèäèàíà, êîòîðûé ìû èñïîëüçîâàëè â êà÷åñòâåòðàíñâåðñàëè, êàêîé-òî íåçàìêíóòûé îòðåçîê. �àçâåðíåì òîð â ïëîñêîñòü. Òîð
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�èñ. 10. Îòîáðàæåíèå ïåðâîãî âîçâðàùåíèÿ íà ìåðèäèàí �ýòî ïîâîðîò îêðóæíîñòè� ýòî îäíà êëåòî÷êà, îäèí êâàäðàòèê; òðàíñâåðñàëü � ýòî îòðåçîê, êîòîðûéïðèõîäèòñÿ ðàçìíîæèòü, ïîòîìó ÷òî ó íàñ âñ¼ ïåðèîäè÷íî (ìû âçÿëè óíèâåð-ñàëüíîå íàêðûòèå). Ïîòîê � ýòî ïîòîê â ýòîì íàïðàâëåíèè, îí îðòîãîíàëåííàøåìó îòðåçêó. È îòîáðàæåíèå ïåðâîãî âîçâðàùåíèÿ óñòðîåíî òàê: âñÿ ëåâàÿñòîðîíà îòðåçî÷êà ïåðåéäåò íàïðàâî, âñÿ ïðàâàÿ ñòîðîíà îòðåçî÷êà ïåðåéäåòíàëåâî; à ñåðåäèíêà ïåðåéäåò êóäà-òî â ñåðåäèíêó, íî ñäâèíåòñÿ íåìíîæêî.

�èñ. 11. Îòîáðàæåíèå ïåðâîãî âîçâðàùåíèÿ íà òðàíñâåðñàëüîáùåãî âèäà � ïåðåêëàäûâàíèå òðåõ îòðåçêîâÍàøå îòîáðàæåíèå ïðåäñòàâëåíî íà ðèñ. 11. Áîëåå òîãî: çàøòðèõîâàííàÿ îá-ëàñòü � ýòî íîâàÿ �óíäàìåíòàëüíàÿ îáëàñòü äëÿ òîðà; ò.å. íàø òîð ðàçðåçàëñÿíà ïðÿìîóãîëüíèêè. Ýòîò ñïîñîá ðàçðåçàòü òîð î÷åíü óäîáåí äëÿ òîãî, ÷òîáûñëåäèòü çà òåì, êàê äå�îðìèðóåòñÿ íàø òîð ïîä äåéñòâèåì ãåîäåçè÷åñêîãî ïî-òîêà â ïðîñòðàíñòâå òîðîâ: äîñòàòî÷íî ïðîïîðöèîíàëüíî ñæàòü-ðàñòÿíóòü âñåïðÿìîóãîëüíèêè.Òðàíñâåðñàëü òåïåðü íå çàìêíóòà, ýòî ïðîñòî êàêîé-òî îòðåçîê. Ýòî òà ñà-ìàÿ òðàíñâåðñàëü, êîòîðóþ ÿ èñïîëüçîâàë, ÷òîáû ñòðîèòü öèêëû. Êîãäà ìûâûïóñêàåì èððàöèîíàëüíûé ïîòîê èç íàøåãî îòðåçêà, ïîòîê çàìåòåò âåñü òîð,è âñå òðàåêòîðèè âîçâðàùàþòñÿ íà îòðåçîê.Åñëè âçÿòü ïîâåðõíîñòü áîëåå ñëîæíóþ, ÷åì òîð, òî âñ¼ áóäåò î÷åíü ïîõî-æå, òîëüêî ÷èñëî îòðåçêîâ óâåëè÷èòñÿ. Êàðòèíêà íà ðèñ. 12 íàðèñîâàíà äëÿ
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�èñ. 12. Îòîáðàæåíèå ïåðâîãî âîçâðàùåíèÿ íà ïëîñêîé ïî-âåðõíîñòè çàäàåò ïåðåêëàäûâàíèå îòðåçêîâ òðàíñâåðñàëè(ïîâåðíóòîãî) ïðàâèëüíîãî âîñüìèóãîëüíèêà. Õîðîøî âèäíî, êàê íàø îòðåçîêðàçáèëñÿ íà êóñêè. Îòîáðàæåíèå ïåðâîãî âîçâðàùåíèÿ çàäàíî âåðòèêàëüíûìïîòîêîì. Îíî óñòðîåíî òàê: ìû áåðåì íàø îòðåçîê, ðàçðåçàåì åãî íà ÷åòûðå÷àñòè, à äàëüøå ïåðåñòàâëÿåì êóñî÷êè â äðóãîì ïîðÿäêå, ñîõðàíÿÿ èõ îðèåí-òàöèþ. Ìû ìîæåì âûáðàòü òàêîé îòðåçîê, êàêîé íàì íðàâèòñÿ: ëþáîé îòðåçîê,òðàíñâåðñàëüíûé ïîòîêó, áóäåò ãîäèòüñÿ.Äàâàéòå îáñóäèì, ñêîëüêî ó íàñ áóäåò òî÷åê ðàçðûâà. Îòêóäà áåðóòñÿ òî÷-êè ðàçðûâà? Íà ðèñ. 12 ýòî õîðîøî âèäíî: òðàåêòîðèÿ ïîòîêà, âûïóùåííàÿèç òî÷êè ðàçâðûâà, ëèáî óòûêàåòñÿ â îñîáåííîñòü, ëèáî ïîïàäàåò â êîíöåâóþòî÷êó òðàíñâåðñàëè. Åñëè ïðîñëåäèòü çà òðàåêòîðèÿìè ïîòîêà, êîòîðûå èäóòñïðàâà è ñëåâà îò òðàåêòîðèè, óòêíóâøåéñÿ â îñîáåííîñòü, òî ìû óâèäèì, ÷òîîñîáåííîñòü êàê ãðåáåíêà ðàñ÷åøåò ïîòîê: òðàåêòîðèè, îêàçàâøèåñÿ ñëåâà èñïðàâà îò îñîáåííîñòè, ðàçäåëèâøèñü, äàëüøå ïîéäóò êàê íåçàâèñèìûå ïðÿäè.Òàê ÷òî íàøè îñîáåííîñòè ðàáîòàþò ãðåáåíêîé, ïîðîæäàÿ è ïåðåïëåòàÿ ïðÿäèïîòîêà. Âîçâðàùàÿñü ê òî÷êàì ðàçðûâà: åùå òðàåêòîðèè, ïîïàâøèå â êîíå÷-íûå òî÷êè òðàíñâåðñàëè, ìîãóò äàòü òî÷êè ðàçðûâà äëÿ îòîáðàæåíèÿ ïåðâîãîâîçâðàùåíèÿ.Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî ñêîëü óãîäíî ìàëåíüêîãî îòðåçêà ëþáàÿ òðàåê-òîðèÿ âåðíåòñÿ íà íåãî. Ïîýòîìó ìû ñ ïîìîùüþ ëþáîãî îòðåçêà, ïåðïåíäè-êóëÿðíîãî ïîòîêó, ìîæåì ðàçáèòü ìíîãîóãîëüíèê â íîâóþ �óíäàìåíòàëüíóþîáëàñòü, ñîñòàâëåííóþ èç ïðÿìîóãîëüíèêîâ. Âè÷ (W. Veeh) íàçâàë òàêèå �óí-äàìåíòàëüíûå îáëàñòè ïðÿìîóãîëüíèêàìè íà ìîëíèÿõ.Â ñèòóàöèè, ïðåäñòàâëåííîé íà ðèñ. 12, ó íàñ áóäåò òðè îñîáûõ òðàåêòîðèè,êîòîðûå óòûêàþòñÿ â êîíè÷åñêóþ òî÷êó; ýòî íàì äàñò òðè òî÷êè ðàçðûâà.Åùå äâå òî÷êè ðàçðûâà äàäóò êîíöû îòðåçêà; èòîãî � ïÿòü òî÷åê. Ïÿòü òî÷åê



21ðàçðûâà ðàçîáüþò îòðåçîê íà øåñòü êóñî÷êîâ. Òàê ÷òî åñëè ñëó÷àéíûì îáðàçîìâûáèðàòü òðàíñâåðñàëü, îíà ðàçðåæåòñÿ íà øåñòü êóñî÷êîâ.Òðàíñâåðñàëü, ïðåäñòàâëåííàÿ íà ðèñ. 12, ðàçáèëàñü âñåãî íà ÷åòûðå ïî-äîòðåçêà, ïîòîìó ÷òî ÿ î÷åíü ñïåöèàëüíûì îáðàçîì âûáðàë òðàíñâåðñàëü: ÿçàãíàë ëåâûé êîíåö òðàíñâåðñàëè â îñîáóþ òî÷êó, à ïðàâûé êîíåö òðàíñâåð-ñàëè ÿ âûáðàë òàê, ÷òîáû âåðòèêàëüíàÿ òðàåêòîðèÿ, âûïóùåííàÿ èç êîíöåâîéòî÷êè, ïîïàäàëà ïðÿìûì õîäîì â îñîáåííîñòü. Òàê ÿ ñâåë ê ìèíèìóìó ÷èñëîðàçðûâîâ.Èòàê, âîçíèêëî îòîáðàæåíèå, íàçûâàåìîå ïåðåêëàäûâàíèåì îòðåçêîâ: ìûðåæåì îòðåçîê íà íåñêîëüêî êóñî÷êîâ, à ïîòîì ïåðåêëàäûâàåì èõ â äðóãîì ïî-ðÿäêå îäèí çà äðóãèì, áåç íàëîæåíèé, ñîõðàíÿÿ îðèåíòàöèþ. Ïåðåêëàäûâàíèåîòðåçêà çàäàåòñÿ ïåðåñòàíîâêîé è äëèíàìè îòðåçêîâ ðàçáèåíèÿ.Âûáðàâ äëÿ ïîâåðõíîñòè êàê íà ðèñ. 12 äðóãóþ òðàíñâåðñàëü, ìîæíî ïî-ëó÷èòü ïåðåêëàäûâàíèå îòðåçêîâ ñ ïåðåñòàíîâêîé 4321. Êâàäðàò ýòîé ïåðå-ñòàíîâêè � ýòî óæå òîæäåñòâåííàÿ ïåðåñòàíîâêà. ß õî÷ó âàñ ïðåäîñòåðå÷ü:âòîðàÿ èòåðàöèÿ ïåðåêëàäûâàíèÿ îòðåçêîâ ñ òàêîé ïåðåñòàíîâêîé � âîâñå íåòîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå, åñëè òîëüêî äëèíû îòðåçêîâ íå âûáðàíû î÷åíüñèììåòðè÷íûì ñïîñîáîì!Òåïåðü äàâàéòå ïîñìîòðèì íà öèêëû ïåðâîãî âîçâðàùåíèÿ âåðòèêàëüíîãîïîòîêà íà òðàíñâåðñàëü. Ìåíÿ èíòåðåñóþò êóñêè âåðòèêàëüíûõ ãåîäåçè÷åñêèõìåæäó äâóìÿ ïîñëåäîâàòåëüíûìè âîçâðàùåíèÿìè íà òðàíñâåðñàëü. Âìåñòî òî-ãî, ÷òîáû ïðîñòî ñîåäèíÿòü êîíöåâûå òî÷êè êóñêà ãåîäåçè÷åñêîé âäîëü òðàíñ-âåðñàëè, ÿ ïðåäïî÷èòàþ ñîåäèíÿòü ýòè êîíöåâûå òî÷êè ñ ëåâûì êîíöîì òðàíñ-âåðñàëè, êàê íà ðèñ. 13. Ýòî íå ìåíÿåò ñîîòâåòñòâóþùèé ýëåìåíò â ãîìîëîãèÿõè äàæå â ãîìîòîïèÿõ: íàøè çàìêíóòûå êðèâûå ñâîáîäíî ãîìîòîïíû. ß óòâåð-æäàþ, ÷òî äëÿ âñåõ òî÷åê êàæäîãî ïîäîòðåçêà ïåðåêëàäûâàíèÿ ïîñòðîåííûé¾öèêë ïåðâîãî âîçâðàùåíèÿ¿ áóäåò îäíèì è òåì æå. Öèêë òàêîé: èç ëåâîãîêîíöà òðàíñâåðñàëè ÿ äâèãàþñü âäîëü òðàíñâåðñàëè äî îïðåäåëåííîé òî÷êè x,ïîòîì èäó âäîëü òðàåêòîðèè äî òî÷êè T (x) ïåðâîãî âîçâðàùåíèÿ íà òðàíñâåð-ñàëü è ïîòîì ñîåäèíÿþ òî÷êó T (x) ñíîâà ñ ëåâûì êîíöîì òðàíñâåðñàëè, êàêíà ðèñ. 13. Åñëè ÿ ïðîéäó èç êàêîé-íèáóäü äðóãîé òî÷êè òîãî æå ïîäîòðåçêà,òî, êàê âèäíî èç ðèñ. 13, ÿ ïîëó÷ó òîò æå ñàìûé öèêë. Òàê ÷òî â ñèòóàöèÿõ,ïðåäñòàâëåííûõ íà ðèñ. 12 è 13, ìû ïîëó÷èì ÷åòûðå ðàçíûõ öèêëà. Ó íàñ âîç-íèêàåò �óíêöèÿ, çàäàííàÿ íà íàøåé òðàíñâåðñàëè, ñî çíà÷åíèåì â ãîìîëîãèÿõ.Ôóíêöèÿ êóñî÷íî ïîñòîÿííà; ó íåå â äàííîì ñëó÷àå âñåãî ÷åòûðå çíà÷åíèÿ.Òåïåðü äàâàéòå ïîñìîòðèì, êàê âû÷èñëÿòü öèêë c(x, n), êîòîðûé îòâå÷àåò
n-ìó âîçâðàùåíèþ. Öèêë, êîòîðûé îòâå÷àåò âòîðîìó âîçâðàùåíèþ, ïîñ÷èòàòüïðîñòî: ìû äîëæíû äëÿ òî÷êè T (x), êîòîðàÿ åñòü îáðàç íàøåãî ïåðåêëàäû-âàíèÿ îòðåçêîâ T , òîæå ïîñ÷èòàòü öèêë ïåðâîãî âîçâðàùåíèÿ è ñëîæèòü äâàïîëó÷èâøèõñÿ öèêëà; ðåçóëüòàòîì áóäåò öèêë c(x, 2), ñì. ðèñ. 13, è ò.ä. Òàê ÷òîâñ¼, ÷òî ìû äîëæíû ñäåëàòü � ýòî íàéòè îðáèòó íàøåãî ïåðåêëàäûâàíèÿ îòðåç-êîâ x, Tx, . . . , T n−1x (çäåñü T � ïåðåêëàäûâàíèå îòðåçêîâ) è ñëîæèòü öèêëû
c(T jx). Òåì ñàìûì, öèêë c(x, n), îòâå÷àþùèé n-ìó âîçâðàùåíèþ, ïîëó÷àåò-ñÿ ñóììèðîâàíèåì çíà÷åíèé êóñî÷íî-ïîñòîÿííîé �óíêöèè c âäîëü òðàåêòîðèèïåðåêëàäûâàíèÿ.À äàëüøå ÿ ìîãó ïðèìåíèòü ýðãîäè÷åñêóþ òåîðåìó (åñëè ìîé ïîòîê ýðãî-äè÷åí) è ñêàçàòü, ÷òî ýòà ñóììà (ñóììà âäîëü òðàåêòîðèè ïåðåêëàäûâàíèÿîòðåçêîâ) � ýòî òî æå ñàìîå, ÷òî èíòåãðàë �óíêöèè ïî îòðåçêó. À ýòî òî æå
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λ4 λ3 λ2 λ1

x

c(X3)

c(X4)

c(x, 2) = c(X3) + c(X4)

�èñ. 13. ¾Öèêëû ïåðâîãî âîçâðàùåíèÿ¿ è ðàçëîæåíèå öèêëà
c(x, n) â ñóììó öèêëîâ âäîëü òðàåêòîðèè ïåðåêëàäûâàíèÿñàìîå, ÷òî ñóììà áàçèñíûõ öèêëîâ ñ êîý��èöèåíòàìè, êîòîðûå ñóòü ïðîñòîäëèíû îòðåçêîâ. Â ðåçóëüòàòå ÿ âàì ïðåäúÿâèë àñèìïòîòè÷åñêèé öèêë, ÿ åãîïðîñòî ïîñ÷èòàë:

c(x, n) = c(x) + c(T (x)) + · · ·+ c(T n−1(x)) ≈

≈ n

|X |

∫

X

c(x) dx =
n

|X | (λ1c1 + · · ·+ λmcm) .Çäåñü λ1 + · · · + λm = |X | � äëèíû îòðåçêîâ ïåðåêëàäûâàíèÿ, íà êîòîðûåðàçáèëàñü òðàíñâåðñàëü X .Òàê ìîæíî ïîñ÷èòàòü ñàì àñèìïòîòè÷åñêèé öèêë. À êàê ïîñ÷èòàòü óêëîíå-íèå, óâèäåòü �ëàã àñèìïòîòè÷åñêèõ ïîäïðîñòðàíñòâ è ïîíÿòü, îòêóäà áåðóòñÿïîêàçàòåëè Ëÿïóíîâà? Â ýðãîäè÷åñêîé ñóììå âñ¼ ñïðÿòàíî, îíà äîëæíà âñ¼ îáýòîì çíàòü. Ìû äîëæíû âçÿòü äîñòàòî÷íî äëèííûå òðàåêòîðèè íàøåãî ïåðå-êëàäûâàíèÿ îòðåçêà è âíèìàòåëüíî ïîñìîòðåòü íà ýòè ñóììû, íà òî, êàê îíèóñòðîåíû. Âîò çäåñü ÿ è ïðåäëàãàþ çàïóñòèòü ìàøèíó âðåìåíè. Ñëèøêîì óæäîëãî æäàòü î÷åíü äëèííûõ òðàåêòîðèé ìîåãî ïåðåêëàäûâàíèÿ îòðåçêà, îíèíàðàñòàþò ñëèøêîì ìåäëåííî. Êàê áû èõ çàïóñòèòü ïîáûñòðåé?ß ïðåäëàãàþ ñäåëàòü âîò ÷òî. Äàâàéòå ÿ âåðíóñü ê ïðåäûäóùåé êàðòèíêå.Âìåñòî òðàíñâåðñàëè X âûáåðåì òðàíñâåðñàëü ïîêîðî÷å X ′ ⊂ X , íàïðèìåð,êàê íà ðèñ. 12. Èëè åùå êîðî÷å: ÿ ïîñìîòðþ â ìèêðîñêîï, ñêàæåì, íà êóñî÷åêìîåé òðàíñâåðñàëè ó åå ëåâîãî êîíöà è ïîñìîòðþ íà îòîáðàæåíèå ïåðâîãî âîç-âðàùåíèÿ íà êîðîòêóþ òðàíñâåðñàëü X ′. Ìû ñíîâà ïîëó÷èì ïåðåêëàäûâàíèåîòðåçêîâ, ïðè÷åì ïðèìåðíî òîãî æå êîëè÷åñòâà îòðåçêîâ, ÷òî è ðàíüøå. Êàê ìûóæå âèäåëè, â õóäøåì ñëó÷àå îòðåçêîâ áóäåò øåñòü. Âïðî÷åì, â äàííîì ñëó÷àåøåñòè îòðåçêîâ ïîëó÷èòüñÿ íå ìîæåò, ïîòîìó ÷òî ëåâûé êîíåö òðàíñâåðñàëèçàãíàí â îñîáóþ òî÷êó, òàê ÷òî ìû ïîëó÷èì ïåðåêëàäûâàíèå íå áîëüøå ïÿòèîòðåçêîâ. À åñëè óìíî âûáðàòü äëèíó íîâîãî îòðåçêà X ′, òî îí ñíîâà ðàçî-áüåòñÿ íà ÷åòûðå ïîäîòðåçêà. Òàê ÷òî, êîãäà ìû ïîñìîòðèì â ìèêðîñêîï íàìàëåíüêèé êóñî÷åê íàøåé òðàíñâåðñàëè è ïîñìîòðèì íà íîâîå îòîáðàæåíèå



23ïåðâîãî âîçâðàùåíèÿ, òåïåðü óæå íà î÷åíü êîðîòåíüêîì êóñî÷êå X ′ òðàíñâåð-ñàëè, ìû ñíîâà óâèäèì ïåðåêëàäûâàíèå îòðåçêîâ, è íîâîå ïåðåêëàäûâàíèå íåáóäåò ñëîæíåå, ÷åì ïðåäûäóùåå. Ýòî ïåðâîå çàìå÷àíèå.Âòîðîå çàìå÷àíèå. Ó íàñ òåïåðü åñòü óêîðî÷åííàÿ òðàíñâåðñàëü X ′, êîòî-ðàÿ âëîæåíà â èñõîäíóþ òðàíñâåðñàëü X , à åùå ó íàñ åñòü ïåðåêëàäûâàíèåîòðåçêîâ èñõîäíîé òðàíñâåðñàëè T : X → X è íîâîå ïåðåêëàäûâàíèå îòðåçêîâíà óêîðî÷åííîé òðàíñâåðñàëè T ′ : X ′ → X ′. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà óêîðî÷åí-íîé òðàíñâåðñàëè X ′ ó íàñ ñíîâà ïåðåêëàäûâàåòñÿ ÷åòûðå îòðåçêà. Äàâàéòåâîçüìåì êàêóþ-íèáóäü òî÷êó x′ ∈ X ′

j óêîðî÷åííîé òðàíñâåðñàëè, âûïóñòèì ååòðàåêòîðèþ äî ïåðâîãî âîçâðàùåíèÿ íà ýòîò ðàç äî X ′ è ïîñ÷èòàåì, ñêîëü-êî ðàç îíà ïîñåòèò �èêñèðîâàííûé ïîäèíòåðâàë Xk èç ñòàðîãî ðàçáèåíèÿ. ßóòâåðæäàþ, ÷òî ÷èñëî ïîñåùåíèé áóäåò îäíèì è òåì æå äëÿ ëþáîé òî÷êè èçíîâîãî ìàëåíüêîãî ïîäîòðåçêà X ′

j , ò.å. ÷èñëî ïîñåùåíèé èñõîäíîãî ïîäîòðåçêà
Xk òðàåêòîðèåé òî÷êè èç ìàëåíüêîãî ïîäîòðåçî÷êà X ′

j çàâèñèò òîëüêî îò èí-äåêñîâ j è k. ß áåðó j-é ïîäîòðåçîê â íîâîì ïåðåêëàäûâàíèè è k-é ïîäîòðåçîêâ ñòàðîì ïåðåêëàäûâàíèè è ñìîòðþ, ñêîëüêî ðàç ìîÿ òðàåêòîðèÿ (òðàåêòîðèÿòî÷êè, âûïóùåííîé èç X ′

j , äî ïåðâîãî âîçâðàùåíèþ íà òðàíñâåðñàëü X ′) ïîïà-ëà â ýòîò k-é ïîäîòðåçîê. È ÿ óòâåðæäàþ, ÷òî åñëè ñòàðòîâàòü ñ äðóãîé òî÷êèòîãî æå j-ãî ïîäîòðåçêà X ′

j , ìû ïîëó÷èì òî æå ñàìîå ÷èñëî ïîñåùåíèé. Ýòîâåðíî ïðîñòî ïîòîìó, ÷òî ó÷àñòêè îðáèò âñåõ òî÷åê èç îäíîãî ïîäîòðåçêà X ′

j äîèõ ïåðâîãî âîçâðàùåíèÿ íà X ′ óñòðîåíû îäèíàêîâî. Ëåâàÿ êàðòèíêà íà ðèñ. 14ñëóæèò èëëþñòðàöèåé ê ìîåìó óòâåðæäåíèþ.
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X′�èñ. 14. Ìàøèíà âðåìåíè: ìû óêîðîòèëè òðàíñâåðñàëü, çàòåìïåðåíîðìèðîâàëè ïëîñêóþ ïîâåðõíîñòü ñæàòèåì-ðàñòÿæåíèåìÝòè äâà íåõèòðûõ çàìå÷àíèÿ äàþò íàì íàñòîÿùóþ ìàøèíó âðåìåíè, ïîòîìó÷òî òåïåðü, âìåñòî òîãî, ÷òîáû ãîíÿòü èñõîäíîå ïåðåêëàäûâàíèå îòðåçêîâ, ìûìîæåì ïîñ÷èòàòü ìàòðèöó ïîñåùåíèé A è ïîñëå ýòîãî çàïóñòèòü ïåðåêëàäûâà-íèå îòðåçêîâ T ′. Òàê ìû çäîðîâî âûèãðàåì âî âðåìåíè! Äåéñòâèòåëüíî, òî, ÷òî



24íàñ èíòåðåñóåò � ýòî ýðãîäè÷åñêàÿ ñóììà c(x, n), îòâå÷àþùàÿ òðàåêòîðèè ñòà-ðîãî ìåäëåííîãî ïåðåêëàäûâàíèÿ îòðåçêîâ. ß ïðåäëàãàþ èäòè ïî òðàåêòîðèèáîëåå áûñòðîãî ïåðåêëàäûâàíèÿ îòðåçêîâ T ′. Íà ñàìîì äåëå ìû áóäåì ñëåäî-âàòü èñõîäíîé òðàåêòîðèè, íî òîëüêî òåïåðü ìû áóäåì ïåðåïðûãèâàòü ñðàçó÷åðåç íåñêîëüêî òî÷åê, òàê ÷òî ìû áóäåì ïðîäâèãàòüñÿ ñ äðóãèì âðåìåíåì �ãîðàçäî áûñòðåå. À íîâûå öèêëû ïåðâîãî âîçâðàùåíèÿ âûðàçÿòñÿ ÷åðåç öèê-ëû ïåðâîãî âîçâðàùåíèÿ äëÿ èñõîäíîãî ïåðåêëàäûâàíèÿ îòðåçêîâ T ëèíåéíûìïðåîáðàçîâàíèåì ñ ïîìîùüþ ìàòðèöû ïîñåùåíèé A, êîòîðóþ ìû òîëüêî ÷òîîáñóæäàëè:





c′1...
c′m




 = A ·






c1...
cm




 .À äàëüøå ÿ ïåðåíîðìèðóþ ìîé íîâûé êîðîòåíüêèé èíòåðâàë. Òåïåðü ÿ ìîãóçàáûòü ïðî èñõîäíóþ çàäà÷ó, ïîòîìó ÷òî âñ¼, ÷òî ÿ äîëæåí áûë çàïîìíèòü �ýòî èñõîäíûå öèêëû c1, . . . , cm. À äàëüøå ÿ ðàáîòàþ ñ ïåðåêëàäûâàíèÿìè îò-ðåçêîâ, ÿ çàáûë ïðî èñõîäíóþ ïîâåðõíîñòü. ß ìîãó ïîñëåäîâàòåëüíî ïîâòîðèòüïðîöåäóðó óêîðà÷èâàíèÿ òðàíñâåðñàëè ìíîãî ðàç: êàæäûé ðàç ÿ áóäó ñìîòðåòüâ ìèêðîñêîï íà ìàëåíüêèé êóñî÷åê ìîåé òðàíñâåðñàëè, íàõîäèòü íîâîå ïåðåêëà-äûâàíèå îòðåçêîâ, íàõîäèòü ìàòðèöó ïîñåùåíèé è çàòåì äëÿ óäîáñòâà íîðìè-ðîâàòü ìîþ �óíäàìåíòàëüíóþ îáëàñòü ñæàòèåì-ðàñòÿæåíèåì, êàê íà ðèñ. 14,÷òîáû äëèíà òðàíñâåðñàëè â êîíöå ïðîöåäóðû ñíîâà ñòàëà åäèíè÷íîé. Çàìåòü-òå, ÷òî êîãäà ÿ çàìåíÿþ ïåðåêëàäûâàíèå îòðåçêîâ íà ãîìîòåòè÷íîå, äèíàìèêàíå ìåíÿåòñÿ. �àçóìååòñÿ, è ïåðåêëàäûâàíèå îòðåçêîâ, è ìàòðèöà ïîñåùåíèéïîñëå êàæäîé èòåðàöèè ïðîöåäóðû óêîðà÷èâàíèÿ áóäóò íîâûìè.Ìàøèíà âðåìåíè çàêëþ÷àåòñÿ âîò â ÷åì: ÿ çàìåíèë äèíàìèêó îäíîãî ïå-ðåêëàäûâàíèÿ îòðåçêîâ íà äèíàìèêó íà ïðîñòðàíñòâå âñåõ ïåðåêëàäûâàíèéîòðåçêîâ. ß ïðåäëàãàþ âìåñòî òîãî, ÷òîáû ãîíÿòü òðàåêòîðèþ îäíîãî ïåðåêëà-äûâàíèÿ îòðåçêîâ, ãîíÿòü ýòó äèíàìèêó ðåíîðìàëèçàöèé: ñìîòðåòü â ìèêðî-ñêîï, íàõîäèòü íîâîå ïåðåêëàäûâàíèå îòðåçêîâ, ïåðåíîðìèðîâàòü åãî, ñìîòðåòüâ ìèêðîñêîï, íàõîäèòü íîâîå ïåðåêëàäûâàíèå îòðåçêîâ è ò.ä. Ýòà êîíñòðóêöèÿäàåò âîò ÷òî: åñëè õàðàêòåðíûé ðàçìåð ýëåìåíòà ìîåé ìàòðèöû ïîñåùåíèé ðà-âåí, ñêàæåì, 1000, òî êàæäûé ðàç, êîãäà ÿ ïåðåõîæó ê íîâîìó ïåðåêëàäûâàíèþîòðåçêîâ, ÿ óñêîðÿþ âðåìÿ â 1000 ðàç. È ÿ óòâåðæäàþ, ÷òî åñëè ìû íàó÷èìñÿîïèñûâàòü ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö ïîñåùåíèé, òî òîãäà ìû ðåøèëè íàøó çàäà÷ó.Òåïåðü äàâàéòå �îðìàëèçóåì òî, ÷òî áûëî ñêàçàíî. Âñëåä çà �îçè (G. Rauzy)ìû ïîñòðîèëè îòîáðàæåíèå ïðîñòðàíñòâà ïåðåêëàäûâàíèÿ îòðåçêîâ â ñåáÿ.Ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ýòî îòîáðàæåíèå ýðãîäè÷íî. Îòìåòèì, ÷òî ýòî � ãëóáî-êàÿ òåîðåìà Âè÷à (W. Veeh). Òåì ñàìûì, ó íàñ âîçíèêëî åùå îäíî ïðîñòðàí-ñòâî � ïðîñòðàíñòâî ïåðåêëàäûâàíèé, è äëÿ êàæäîé òî÷êè ýòîãî ïðîñòðàíñòâàó íàñ çàäàíà ìàòðèöà ïîñåùåíèé A. È ìû òåïåðü ñòðîèì òðàåêòîðèþ îòîáðàæå-íèÿ íà ïðîñòðàíñòâå ïåðåêëàäûâàíèé è âäîëü ýòîé òðàåêòîðèè ïåðåìíîæàåììàòðèöû. À äàëüøå, ðàç ìû ìîæåì äîêàçàòü, ÷òî íàøå îòîáðàæåíèå ýðãîäè÷íî,ìû (îïóñêàÿ íåêîòîðûå ïîäðîáíîñòè) ïðèìåíÿåì òåîðåìó Îñåëåäöà è ïîëó÷àåìèñ÷åðïûâàþùóþ èí�îðìàöèþ î ïðîèçâåäåíèè ìàòðèö.È òåïåðü ñàìîå ïîñëåäíåå, ÷òî ÿ äîëæåí áûë ñêàçàòü: ïðè ÷åì çäåñü òåéõ-ìþëëåðîâ ãåîäåçè÷åñêèé ïîòîê, êîòîðûé íèêàê íå ïðîÿâëÿëñÿ? ×òîáû îáúÿñ-íèòü, îòêóäà áåðåòñÿ òåéõìþëëåðîâ ãåîäåçè÷åñêèé ïîòîê, ÿ äîëæåí óòî÷íèòüïðîöåäóðó óêîðà÷èâàíèÿ íàøåãî îòðåçêà � ÿ âåäü íå ñêàçàë, êàê èìåííî ìû



25âûáèðàåì áîëåå êîðîòêèé îòðåçîê. Äàâàéòå åãî âûáèðàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì.�àññìîòðèì ¾áàøíþ ïðÿìîóãîëüíèêîâ íà ìîëíèÿõ¿, êàê íà ðèñ. 14; â îñíîâàíèèó ìåíÿ îòðåçîê, ïðåäñòàâëåííûé íàøåé òðàíñâåðñàëüþ. Ìû óæå íåñêîëüêî ðàçâèäåëè, êàê íàøà ïëîñêàÿ ïîâåðõíîñòü ðàçîáüåòñÿ â òàêóþ áàøíþ ïðÿìîóãîëü-íèêîâ. ß ïðåäëàãàþ ìîäè�èöèðîâàòü ýòó áàøíþ ïðÿìîóãîëüíèêîâ ñëåäóþùèìîáðàçîì. ß ñðàâíèâàþ ïðÿìîóãîëüíèê, êîòîðûé ñòîèò ñ ïðàâîãî êðàÿ, ñ òåì,êîòîðûé ïðèêëåèòñÿ ê ïðàâîìó êðàþ. Âñïîìíèì, ÷òî ðèñ. 14 âîçíèê èç ðèñ. 12,ãäå õîðîøî âèäíî, êàê ïîäêëåèâàþòñÿ ïðÿìîóãîëüíèêè. ß ïðåäëàãàþ îòðåçàòüîò ïðàâîãî ïðÿìîóãîëüíèêà òó ÷àñòü, êîòîðàÿ íàõîäèòñÿ ñïðàâà îò óêîðî÷åí-íîé òðàíñâåðñàëè X ′ (ñì. ðèñ. 14), è íàäñòàâèòü åãî íàä ïðÿìîóãîëüíèêîì,æèâóùèì íàä X ′

2
. Ýòî òî æå ñàìîå, ÷òî ñêàçàòü, ÷òî ìû ðàññìîòðèì �óíäà-ìåíòàëüíóþ îáëàñòü, îòâå÷àþùóþ îòîáðàæåíèþ ïåðâîãî âîçâðàùåíèÿ íà áîëååêîðîòêóþ òðàíñâåðñàëü X ′.Èìååòñÿ âòîðîé ñöåíàðèé, êîãäà ñàìûé ïðàâûé ïðÿìîóãîëüíèê ñâåðõó îêà-çàëñÿ áîëåå óçêèì, ÷åì òîò, êîòîðûé êëåèòñÿ ñíèçó ê ïðàâîé ñòîðîíå òðàíñâåð-ñàëè. Îí çàäåò âòîðóþ âîçìîæíóþ ìîäè�èêàöèþ �óíäàìåíòàëüíîé îáëàñòè.Äâå âîçìîæíûå ìîäè�èêàöèè �óíäàìåíòàëüíîé îáëàñòè è çàäàþò àëãîðèòìóêîðà÷èâàíèÿ íàøèõ îòðåçêîâ.Ïî òåõíè÷åñêèì ïðè÷èíàì óäîáíåå çà îäèí ðàç óêîðà÷èâàòü òðàíñâåðñàëü÷óòü ñèëüíåå; à èìåííî, ÿ ïðåäëàãàþ çà îäíó èòåðàöèþ ïðèìåíÿòü àëãîðèòìäî òåõ ïîð, ïîêà ìû óêîðà÷èâàåì îäèí è òîò æå îòðåçîê. Â íàøåì ïðèìåðåìû óêîðîòèëè ñàìûé ïðàâûé, ÷åòâåðòûé îòðåçîê; åñëè ïîñëå ïåðâîãî óêîðà-÷èâàíèÿ îí âñ¼ åùå äëèííåå, òî íóæíî áóäåò ïîâòîðèòü ýòó ïðîöåäóðó. Åñëèïðèìåíèòü îïèñàííûé àëãîðèòì ê ïåðåêëàäûâàíèþ äâóõ îòðåçêîâ, òî ìû ïî-ëó÷èì â òî÷íîñòè àëãîðèòì Åâêëèäà.Âñïîìíèì òåïåðü, ÷òî ÿ ïðåäëàãàë äëÿ óäîáñòâà êàæäûé ðàç íîðìèðîâàòüäëèíó áàçîâîãî îòðåçêà íà åäèíèöó: ìû ðàññìàòðèâàåì îòîáðàæåíèå ïåðâîãîâîçâðàùåíèÿ íà áîëåå êîðîòêèé îòðåçîê X ′ è ïîòîì íîðìèðóåì åãî äëèíó íàåäèíèöó. Áóäåì ñìîòðåòü íà íàøó îïåðàöèþ ñ óêîðà÷èâàíèåì òðàíñâåðñàëè íàóðîâíå ïîâåðõíîñòåé. Ïðè èñõîäíîé ìàíèïóëÿöèè ìû íå èçìåíèëè ïîâåðõíîñòü,ìû ïðîñòî èçìåíèëè ðàçâåðòêó (�óíäàìåíòàëüíóþ îáëàñòü). À âîò ÷òîáû îò-íîðìèðîâàòü äëèíó íàøåãî íîâîãî îòðåçêà X ′ íà åäèíèöó, ìû ìîæåì ñäåëàòüâîò ÷òî: íîâîå çäàíèå, êîòîðîå ñòàëî áîëåå êîðîòêèì è áîëåå âûñîêèì, ìû ìî-æåì ñæàòü ïî âåðòèêàëè è ðàñòÿíóòü ïî ãîðèçîíòàëè äî òåõ ïîð, ïîêà îòðåçîêâ îñíîâàíèè íå ðàñòÿíåòñÿ äî åäèíè÷íîé äëèíû. À ýòî óæå â òî÷íîñòè òåéõ-ìþëëåðîâ ãåîäåçè÷åñêèé ïîòîê!Òåì ñàìûì, ñâåðõó, íà ïðîñòðàíñòâå ïîâåðõíîñòåé, ó íàñ ïðîèñõîäèò âîò ÷òî.Ìû âûáðàëè íåêîòîðîå ñïåöèàëüíîå ãèïåðïðîñòðàíñòâî â íàøåì ïðîñòðàíñòâåïëîñêèõ ïîâåðõíîñòåé. Äëÿ ïîâåðõíîñòåé èç ýòîãî ãèïåðïðîñòðàíñòâà, êîòî-ðîå áóäåò ñëóæèòü ñå÷åíèåì äëÿ òåéõìþëëåðîãî ãåîäåçè÷åñêîãî ïîòîêà, äëèíàîòðåçêà â îñíîâàíèè èíäóöèðîâàííîãî çäàíèÿ ðàâíà åäèíèöå. Äàëüøå ìû ñìîò-ðèì îòîáðàæåíèå ïåðâîãî âîçâðàùåíèÿ òåéõìþëëåðîâà ãåîäåçè÷åñêîãî ïîòîêàíà âûáðàííîå ñå÷åíèå; ýòî óæå äèñêðåòíîå îòîáðàæåíèå. Êàæäûé ðàç, êîãäàìû ïîëó÷àåì íîâîå çäàíèå, ó íàñ âîçíèêàåò íîâîå ïåðåêëàäûâàíèå îòðåçêîâ.Ïî ïîñòðîåíèþ, íàøå îòîáðàæåíèå ïðåêðàñíî ïðîåêòèðóåòñÿ íà ïðîñòðàíñòâîïåðåêëàäûâàíèÿ îòðåçêîâ, è ìû ïîëó÷èì îòîáðàæåíèå íà ïðîñòðàíñòâå ïåðå-êëàäûâàíèÿ îòðåçêîâ, êîòîðîå èìèòèðóåò àëãîðèòì Åâêëèäà. È äàëüøå ìû



26ïðèìåíÿåì ìóëüòèïëèêàòèâíóþ ýðãîäè÷åñêóþ òåîðåìó è ïîëó÷àåì ïîêàçàòåëèËÿïóíîâà, ñâÿçàííûå ñ ãåîäåçè÷åñêèì ïîòîêîì.Äàâàéòå ÿ ïîïðîáóþ ïîêàçàòü, êàê âñ¼ ýòî ðàáîòàåò â ðîäå îäèí. Â ðîäå îäèí,êàê ÿ óæå ãîâîðèë, åñëè ðàññìîòðåòü íàøó ïðîöåäóðó äëÿ äâóõ îòðåçêîâ, ìûïîëó÷èì ïðèâû÷íûé àëãîðèòì Åâêëèäà. Ìû óæå âèäåëè, ÷òî åñëè ñëó÷àéíûìîáðàçîì âûáðàòü òðàíñâåðñàëü íà òîðå, îíà ðàçîáüåòñÿ íà òðè îòðåçêà, à åñëèóìíî � òî íà äâà. Êàê ìû ìîæåì ïàðàìåòðèçîâàòü ïðîñòðàíñòâî ïåðåêëàäû-âàíèé äâóõ îòðåçêîâ? Äëÿ ïåðåêëàäûâàíèÿ äâóõ îòðåçêîâ ïåðåñòàíîâêà âñåãäàîäíà è òà æå: (2,1), äðóãèõ ïåðåñòàíîâîê íåò. Òàê êàê ìû ìîæåì ïðîïîðöèî-íàëüíî ðàñòÿãèâàòü è ñæèìàòü ïåðåêëàäûâàíèå îòðåçêîâ (ãîìîòåòèÿìè), ìû,íàïðèìåð, ìîæåì îòíîðìèðîâàòü áîëåå äëèííûé îòðåçîê íà 1, òîãäà äëèíà áî-ëåå êîðîòêîãî áóäåò êàêèì-òî ÷èñëîì x ìåæäó 0 è 1. Òåì ñàìûì, ïðîñòðàíñòâîïåðåêëàäûâàíèé äâóõ îòðåçêîâ ïàðàìåòðèçóåòñÿ ïðîñòî îäíèì ÷èñëîì x ìåæ-äó 0 è 1, òî åñòü ïðîñòðàíñòâî ïåðåêëàäûâàíèé � ýòî îòðåçîê. Îòîáðàæåíèå íàïðîñòðàíñòâå ïåðåêëàäûâàíèÿ îòðåçêîâ, êîòîðîå áûëî ïðåäúÿâëåíî, åñëè åãîçàïèñàòü â êîîðäèíàòàõ, èìååò âèä : x 7→
{

1

x

}. Êàê è áûëî îáåùàíî, ýòî �îòîáðàæåíèå �àóññà; îíî îòâå÷àåò àëãîðèòìó Åâêëèäà.îäíà âåðøèíà � ñÏðàâàäâå âåðøèíû � ñëåâà îäíà âåðøèíà � ñËåâàäâå âåðøèíû � ñïðàâà
�èñ. 15. Ïðàâèëî êîäèðîâàíèÿ ãåîäåçè÷åñêîéÌû óæå âèäåëè, ÷òî ãåîäåçè÷åñêèé ïîòîê íà ïðîñòðàíñòâå ïëîñêèõ òîðîâ �ýòî ãåîäåçè÷åñêèé ïîòîê íà ìîäóëÿðíîé ïîâåðõíîñòè. Ñâÿçü ìåæäó ãåîäåçè÷å-ñêèì ïîòîêîì íà ìîäóëÿðíîé ïîâåðõíîñòè, îòîáðàæåíèåì �àóññà è àëãîðèòìîìÅâêëèäà (òî åñòü, ñâÿçü òåéõìþëëåðîâà ïîòîêà è ðåíîðìàëèçàöèè ïåðåêëà-äûâàíèé ïðèìåíèòåëüíî ê ðîäó îäèí) õîðîøî èçâåñòíà. �àçëîæåíèå ÷èñëà âíåïðåðûâíóþ äðîáü îïèñûâàåòñÿ òåì, êàê ãåîäåçè÷åñêàÿ ïåðåñåêàåò ãðàíèöóóòðîåííîé �óíäàìåíòàëüíîé îáëàñòè äëÿ ìîäóëÿðíîé ïîâåðõíîñòè.À èìåííî, äîïóñòèì, ÷òî ìû õîòèì ðàçëîæèòü êàêîå-òî ÷èñëî x, çàæàòîåìåæäó íóëåì è åäèíèöåé, â íåïðåðûâíóþ äðîáü. Âîçüìåì è âûïóñòèì èç ýòîãî÷èñëà ãåîäåçè÷åñêóþ (ñì. ðèñ. 16), äîæäåìñÿ, ïîêà îíà ïåðåñå÷åò âåðòèêàëüíóþîñü â êàêîé-òî òî÷êå iy. Ìîæíî âûïóñòèòü ëþáóþ ãåîäåçè÷åñêóþ, åäèíñòâåííîåîãðàíè÷åíèå òàêîå: äàâàéòå âûïóñòèì èç x òàêóþ ãåîäåçè÷åñêóþ, êîòîðàÿ õîòüãäå-íèáóäü ïåðåñå÷åò âåðòèêàëüíóþ îñü. Ýòî íå î÷åíü æåñòêîå îãðàíè÷åíèå:äîñòàòî÷íî âûïóñòèòü ãåîäåçè÷åñêóþ ñ ìèíèìàëüíûì ëåâûì óêëîíîì. Òåïåðüñòàðòóåì â òî÷êå iy è ïîéäåì ïî ãåîäåçè÷åñêîé â ñòîðîíó x. Âåðõíÿÿ ïîëó-ïëîñêîñòü (ÿ ðàññìàòðèâàþ óæå íå ìîäóëÿðíóþ ïîâåðõíîñòü: ÿ âñ¼ ðàçìîòàëâ âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü) çàìîùåíà èäåàëüíûìè òðåóãîëüíèêàìè ñ íóëåâûìèóãëàìè, êàê íà ðèñ. 16. Êàæäûé ðàç, êîãäà ìû ïåðåñåêàåì ãðàíèöó î÷åðåäíîãîòðåóãîëüíèêà, äàâàéòå ïðèïèñûâàòü íàøåìó ïåðåñå÷åíèþ áóêâó ¾Ë¿ èëè ¾Ï¿.Ìû ïèøåì áóêâó ¾Ë¿, åñëè ó íàñ ñËåâà îò ãåîäåçè÷åñêîé � îäíà âåðøèíà è



27ñïðàâà � äâå, à ¾Ï¿ ìû ïèøåì, åñëè ó íàñ ñÏðàâà � îäíà âåðøèíà, à ñëåâà �äâå, ñì. ðèñ. 15.
iy

x0 1�èñ. 16.Äâèãàÿñü âäîëü íàøåé ãåîäåçè÷åñêîé îò iy â ñòîðîíó x, ìû áóäåì ïåðåñåêàòüòðåóãîëüíèêè, êîòîðûìè çàìîùåíà âåðõíÿÿ ïîëóïëîñêîñòü, è êàæäûé ðàç ìûáóäåì äîáàâëÿòü ñîîòâåòñòâóþùóþ áóêâó ¾Ë¿ èëè ¾Ï¿. Â ïðèìåðå íà ðèñ. 16ìû íà÷íåì ñ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ¾ÏÏËËÏ...¿. Äëÿ êðàòêîñòè óäîáíî êîäè-ðîâàòü ïîâòîðÿþùèåñÿ îäèíàêîâûå áóêâû ñòåïåíüþ, òàê ÷òî ó íàñ âîçíèêíåòñëîâî Ïn1Ën2Ïn3 . . . . Ñèðèç (C. Series) ïîêàçàëà, ÷òî ïîëó÷èâøèåñÿ ñòåïåíè
n1, n2, n3, . . . � ýòî â òî÷íîñòè ýëåìåíòû íàøåé öåïíîé äðîáè äëÿ x:

x =
1

n1 +
1

n2 +
1

n3 +
1

. . .

.

È ýòî íà ñàìîì äåëå, â îáùåì, òî æå ñàìîå, ÷òî ÿ ðàññêàçûâàë â îáùåéñèòóàöèè, íî ïðèìåíèòåëüíî ê ðîäó îäèí. Ìû ðàññìàòðèâàåì òåéõìþëëåðîâãåîäåçè÷åñêèé ïîòîê, ìû ðàññìàòðèâàåì åãî îòîáðàæåíèå ïåðâîãî âîçâðàùå-íèÿ íà íåêîòîðîå ñïåöèàëüíûì îáðàçîì âûáðàííîå ñå÷åíèå, è åñëè âñ¼ ýòî äå-ëî ñïðîåêòèðîâàòü âíèç, íà ïðîñòðàíñòâî ïåðåêëàäûâàíèé îòðåçêîâ, òî íàøåäèñêðåòíîå îòîáðàæåíèå áóäåò ïðîåêòèðîâàòüñÿ â îòîáðàæåíèå �àóññà, êîòîðîåîòâå÷àåò àëãîðèòìó Åâêëèäà. Âñ¼ òî æå ñàìîå!


